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— 
للا 


سے الله الرحمن الرحيم 


مه 


„Лал 

نظرا للتطور الکبیر الحاصل في المواد الدراسية عامة والریاضیات خاصة ء 
تعنى وزارة التربية بإعادة النظر في الکتاب المدرسي وتنقيحه او اعادة تأليفه وفق 
لجان مختصة تلف لهذا الغرض . وتلقی کتب الریاضیات نصیبها الوافي من هذه 
العناية. 

وهذا الكتاب الثالث من سلسلة كتب الرياضيات للمرحلة الإعدادية للفرع 
الأدبي» وقد رتبنا هذا الكتاب باربعة فصول . يبدأ الفصل الأول بموضوع طرائق 
сэл!‏ الفصل الثاني موضوع الغايات والاستمرارية. أما الفصل الثالث فيتناول 
موضوع المشتقات. وينتهي الكتاب بموضوع التكامل في الفصل الرابع وقد 


راعینا بعض التطبيقات فی المشتقة والتكامل التى تدسجم مع الدراسة الأدبية . 


لقد تم وضع هذا الكتاب وفقا للمنهج الدراسی المقرر وحاولنا إن نستخدم 


الطرق التربوية الحديثة فقمنا بهذا المجهود واضعين نصب أعيننا توضيح وشرح 


a 


المادة العلمية بقصد الافهام وتوخینا الاکثار من الامثلة المحلولة ومن التمارین 
العملية التي یصادفها الطالب في حياته العملیةء ومتدرجة من السهل إلى الصعب . 

وختاماً نرجو إن نکون قد وفقنا إلى خدمة أبنائنا الطلبة . ونرجو من إخواننا 
المدرسین أن یوافونا بملاحظاتهم حول هذا الکتاب لكي نتلافی النقص فيه والکمال 


لله و حده. 


BINOMIAL THEOREM 


COUNTING METHODS зан طرائق‎ ]1- | 
FACTORIAL مضروب | لعد د‎ | 1-2 | 
PERMUTATIONS التبادیل‎ | 182 | 
COMBINATIONS التوافیق‎ [1-4] 
Ф 
e BINOMIAL THEOREM مبرهنة ذات الحدین‎ [1-5 | 
Ф 


lel |‏ | طرانق العد Counting methods‏ 
من المعلوم انه من الاهداف الرئيسة لدراسة الریاضیات ان یتعلم الطالب العد بمهارة فائقة وعالية جدا 
وسوف نتعلم في هذا الفصل بعضا من طرائق العد التي تقلل من الجهد وتختصر الوقت في ایجاد اعداد 


کمیات کبیرة وهي : 
1- مبدأ العد الاساسي Funmdamental Counting Principle‏ 
2-التبادیل Permutations‏ 
3- التوافیق Combinations‏ 
مثال 1 

7 اعلن صاحب محل لبیع الدراجات الهوائية انه يوجد لدیه خمسة انواع من الدراجات ومن کل نوع توجد 


4353 احجام ومن کل حجم یوجد ست دراجات فما عدد الدراجات فى المحل ç‏ 


مخطط الشجرة Tree Diagram‏ 
عدد (6) ا حجم الصغیر 
2де‏ )6( الحجم ану‏ الاول 
عدد )6( الحجم الکبیر 
عدد )6( الحجم الصغیر 
عدد (б)‏ ا حجم الوسط هج النوع الثاني 
عدد )6( الحجم الکبیر 
عدد )6( الحجم الصغیر 
عدد )6( الحجم الوسط النوع الثالث Š‏ الجموع -18+18+18+18+18 = 90 
عدد (6) الحجم الکبیر 
عدد (6) ا حجم الصغیر 1 
0 "و" 18 
عدد )6( حجم الكبير 
عدد (6) ا حجم الصغير 
ر АТО‏ اغا 
عدد (6) الحجم الكبير 


عدد الدراجات = 6x3x5‏ = 90 دراجة 


اعلن على احد بائعی البدلات ال رجالية ان لدیه اكبر تشكيلة من البدلات حيث يوجد فى محله (5) 
مودیلات ومن كل Бэ»‏ یو جد (10) قیاسات مختلفة ومن كل قياس یوجد (7) الوان مختلفة فما عدد 


البدلات الموجودة في المحل ؟ 


یمکن توضیح هذا المثال بمخطط الشجرة كما في المثال الاول ویکون من السهل حساب عدد 
البدلات كما يلي : 
عدد البدلات - 10×5 ×7 
= 350 بدلة 
ونصادف في حیاتدا کنیرا من هذه الحالات وواضح أن الفکرة التي استخدمت في حل هذین المثالین 
هي واحدة. وعلیه یمکن اخذ العبارة الاولية الاتية التي توضح الفكرة التي استخدمت في حل المثالین 


- 


عبارة اولية 
(مبداً العد الاساسي) 
لو فرض انه لدینا عدد من العملیات (الاختيارات ) مقداره (Ку‏ امکن القیام بالعملية الاولی 
بعدد من الطرق مقداره ) ,0( وامکن القیام بالعملية الثانية بعدد من الطرق مقداره (,12) والعملية 
الثالنة بعدد من الطرق مقداره رب ... والعملية من الرتبة (Ку‏ بعدد من الطرق مقداره )8( 
بحيث ان اجراء اي عملية لایژثر في اجراء اي من العملیات الاخری فانه یوجد эдр‏ مقداره: 
x n,x ۰ хї))‏ 1 ) ) من النتائج «الطرق) الممكنة عندما تجری جمیع العملیات 


راو الاختیارات) التي عددها (k)‏ ما 


ات 


تكون مکونه من اربعة حروف على أن لا یسمح بتکرار الحرف في الكلمة الواحدة؟ 


$ 


عدد طرق اختبار الحرف الاول = 6 
عدد طرق اختیار الحرف الثاني = 5 
عدد طرق اختیار الحرف الثالث = 4 
عدد طرق اختیار الحرف الرابع = 3 
.. عدد الکلمات = 6543 


3445 360 = 


بكم طريقة یمکن تکوین عدد رمزه مکون من اربعة مراتب يمكن تکوینه من مجموعة الارقام 
}1,2,4,6,7,8,9{ عندما (أ) التکرار مسموح؟ (ب) التکرار غير مسموح؟ 


< 


(а) д‏ التکرار مسموح b)‏ التکرار غير مسموح 

هي عدد طرق اختیارات رقم الاحاد = 7 عدد طرق اختیارات رقم الاحاد = 7 
@ عدد طرق اختیارات رقم العشرات<7 عدد طرق اختیارات رقم العشرات = 6 
© عدد طرق اختیارات رقم المنات<7 عدد طرق اختیارات رقم الثات = 5 
عدد طرق اختیارات رقم الالوف=7 عدد طرق اختیارات رقم الالوف = 4 
© .. عدد الطرق الكلي = 7777 ۰ عدد الطرق 7х6х5х4=‏ 


= 2401 عددا = 840 عددا 


اذا کان لدی فتاة (б)‏ قمصان مختلفة الالوان و (7) تدورات مختلفة الالوان ایضا و (4) احذية مختلفة 


فبکم زي مختلف مکون من قمیص وتنورة وحذاء یمکن ان تظهر به الفتاة؟ 


$ 


عدد طرق اختیار القمیص الواحد = 6 
عدد طرق اختیار التنورة الواحدة = 7 
عدد طرق اختيار الحذاء الواحد - 4 
۰ عدد الازياء التي تظهر بها الفتاة = 674 
- 168 زي 
بكم طريقة يمكن تكوين عدداً رمزه من (3) ارقام واقل من (500) يمكن تكوينه باستخدام الارقام 
1,2,3,4,5,6,7 اذا کان : )1( يسمح بتكرار الرقم في العدد نفسه؟ 


(ب) لایسمح بتكرار الرقم في العدد نفسه؟ 


$ 


من الواضح ان العدد الذي رمزه مکون من ثلائةمراتب يحتوي على رقم احاد ورقم عشرات ورقم مئات 
وعندما یکون العدد اقل من )500( فان رقم مناته اصغر من )5( وعلیه یکون الحل: 
(8) في حالة السماح بتکرار الرقم في العدد نفسه 

عدد طرق اختیارات رقم المئات = 4 ( لاحظ الارقام في المثال) 

عدد طرق اختیارات رقم العشرات = 7 


۰ عدد الاعداد 7х7х4-‏ 


= 196 عددا 


(b;‏ في حالة عدم السماح بتکرار الرقم في العدد نفسه 

عدد طرق اختیارات رقم المثئات = 4 

عدد طرق اختیارات رقم العشرات = 6 

عدد طرق اختیارات رقم الاحاد = 5 
۰ عدد الاعداد = 57614 

- 120 عددا 
جج 7 
كم عددا مکون رمزه من ثلاثة مراتب يمكن تکوینە باستخدام الارقام 1,2,3,4,5,6,7 بحيث 

(а)‏ یکون العدد زوجیا وتکرار الرقم في العدد غير مسموح به ؟ 
Б)‏ يكون فردیا وتکرار الرقم في العدد مسموح به؟ 


(а)‏ العدد الزوجي يكون احاده عددا زوجياً والتکرار غير مسموح به وعليه يكون 
عدد طرق اختيار رقم الاحاد - 3 
عدد طرق اختيار رقم العشرات - 6 لماذا؟ 
عدد طرق اختيار رقم المئات = 5 
۰ عدد الاعداد = 3:65 
= 90 عددا 
(Ы)‏ العدد الفردي یکون احاده عددا فردیا والتکرار مسموح به وعلیه یکون 
عدد طرق اختیار رقم الاحاد = 4 
عدد طرق اختیار رقم العشرات =7 ماذا؟ 
عدد طرق اختیار رقم المئات = 7 


47۱7 = الاعداد‎ зас 


= 196 عددا 


1- لدی احمد (5) سترات مختلفة (б)‏ بنطلونات مختلفة (8) قمصان مختلفة فبکم زي مختلف یظهر 


به احمد مکون من سترة وبنطلون وقمیص ؟ 


2- اذا كان لدینا الحروف أ- ل - ع - ق - ك - ب . کم كلمة مكونة من اربعة احرف (بمعنی او بدون 
معنى ) من هذه الحروف على انه لايسمح بتكرار الحرف في الكلمة الواحدة ؟ 


3- بكم طريقة يمكن اختيار ثلاث اشخاص من بين عشرة اشخاص لشغل ثلاثة وظائف معينة مختلفة؟ 


4- كم عدداً مكون رمزه من ثلاثة مراتب يمكن تکوینه باستخدام الارقام 3,4,5,6,7,8,9 
(а‏ على ان يكون العدد فردياً والتکرار غير مسموح به للرقم في العدد نفسه. 
cb‏ على ان يكون العدد زوجياً والتكرار مسموح به للرقم في العدد نفسه. 


5- کم عدداً يكون رمزه مكون من ثلاث مراتب يمكن تكوينه باستخدام الارقام 1,2,3,4,5,6,7 
a‏ ) على ان يكون العدد اكبر من (500) والتكرار مسموح به للرقم في العدد نفسه؟ 
) على ان يكون العدد اصغر من )400( والتكرار غير مسموح به للرقم في العدد نفسه؟ 


]1-2[ مضروب العدد Factorial‏ 


1 Ju, 
...ےس لت‎ 
(11) الكراسي التي على استقامة واحدة. من المعلوم اننا نستطیع ان نجلس اي واحد من الطلاب وعددهم‎ 
(1-1) على الكرسي الاول وعلی الكرسي الثاني يمكن ان نجلس اي طالب من بقية الطلاب وعددهم‎ 
وعلی الكرسي الثالث من الممکن ان نجلس اي طالب من بقية الطلاب وعددهم (12-2) ... وهکذا الى‎ 
ان نصل الى الكرسي الاخیر الذي یمکن ان یجلس عليه الطالب الوحيد الذي بقي واقفا ... وهكذا اذا‎ 
اعتبرنا عملية جلوس الطلاب تتکون من )11( مرحلة فعدد الخیارات في المراحل الاولی والثانيةوالثالثة‎ 

... الاخيرة هو على التوالي : 
2 و 1- 0 و 1-2 و асга‏ 1:525 
وعلی ما سبق دراسته فان عدد خیارات جلوسهم هو : 
n (M-1)( 0-2) ........ 1‏ 
وفي احيان كثيرة في الرياضيات نحصل على ضرب الاعداد الصحيحة ابتداءا بالعدد 11 وحتى 1 ویرمز 
لهذا الضرب بالرمز 9۱ أو |n‏ ويقرأ مضروب راو مفكوك)(12) ويعرف كما يأتي : 
اذا كان 10 عدد صحیح غير سالب n]‏ عدد طبيعي ] فان : 


n > 2 عندما‎ 
[а= п! =пп-1)п-2)........ 2х 1 
1-1 من التعریف‎ 
0! -1 على ان‎ ۱ 
6۱ =6x5x4x3x2x1 = 0 : فمثلا‎ 
10:-10х9х8х7х6бх5х4х3х2х1- 3628800 Ф 
8! | 
j | مثال 2 اکتب بابسط صورة‎ @ 
|6 6! 7 
@ 
К 
8 _ 8х7хбх5х4х3х2х1 © 
6 6x5x4x3x2x1 Ф 


-8х7-56 


وهکذا وبصورة عامة یمکن القول آنه: 


و هکذا 


n! 


بعد اذا كان 6- 


< 


(1-2) 


1 مم 9۱ 


9۱ - 9х8! 
9۱ -9 ۱ أو‎ 
9۱ -9 8۷6۱ أو‎ 


n! = ۳-1! 
n!=n(n-l)(n-2)! أو‎ 
.. 9! = 362880 


(2: فماقيمة‎ 
n! 


(1-2) 


пп-1)‹п-2)! =ë 
(0-2) 
п(п-1)-6 
n’-n-6=0 
—(n+2y(n-3)=0 
n=-2 یهمل لأنه سالب‎ 
п-3 : الجواب‎ 


)288 اذا كان 720 > !12 فما قيمة en‏ 


L‏ تکتب 720 بشکل حاصل ضرب اعداد متتالية مبتدئة من العدد 1 وذلك بالشکل: 


فيكون: 
06 - 720 
!6 = 
n! = 0‏ 
n! =6!‏ 


n =6 


720 
720 
360 
120 

30 
6 
1 


9 طم ي‎ Q N = 


permutations التبادیل‎ 1-3 


? مثال 1 
لنفرض ان 7 اشخاص یریدون الجلوس ولم یجدوا امامهم سوی ) 3( كراسي فبکم طريقة یمکن ملء 
هذه الکراسی الغلاثة؟ 


= لذلك نقول : 


الكرسي الاول یمکن ملؤه بطرق عددها (7) فإذا ماجلس عليه احدهم امكن ملء الكرسي الثاني بطرق 
عددها ر6) ویمکن ملء الكرسي الثالث بطرق عددها )5( وبذلك یکون عدد كل الطرق الممکن اجراژها 
= 765 
= 210 
نلاحظ أنه یوجد لديا (7) اشخاص 231 منهم АУ АУЫ‏ للجلوس. 
في مغل هذه الحالات في الریاضیات نقول تبادیل 7 مأخوذة ثلاثة ثلاثة ویرمز لها بالرمز Р‏ 
p. =7x6x5 =210 с‏ 


وبالمثل اذا كان لدینا )10( اشخاص لملئ (4) اماکن یکون 
10 


Р, -10х9х8х7 – 5040 


تعریف )1-1( 
لیکن كل من ۲ n,‏ عددا طبیعیا . 0 > ۲ فان "و تقراً تباديل n‏ مأخوذة منه ۴ في كل مرة ویکون: 
г 29‏ .+ 
اذا كان n! n=r‏ 
n @‏ 
° عندما Р =2пп-1)п-2)....(п-1+1) гп‏ 
© عندما 0 r=‏ 1 
© | ويمكن ان نضع : لم « 
@ . 
@ 


ومن الملاحظ أن عدد تبادیل )11( من العناصر مأخوذة منها (T)‏ من العناصر حيث r ç n‏ يساوي عدد 
الطرق التي نختار بها (T)‏ من العناصر من بين (D)‏ من العناصر بکل الترتیبات الممکنة. 


1 2 ۳ 10 4 6 
آحسب كلا مما ياتي : 2 Pos p s‏ 


a) P, - 6754 - 0 


b) p. = 4! -4x3x2x1 = 4 


ما عدد طرق توزیع )5( اشخاص على )5( وظائف مختلفة بحيث لكل واحد منهم وظيفة واحدة؟ 


p. -5 عدد الطرق یکون‎ L 
5 


= 5х4х3х2х1 = 120 
. P. = 42 جد قيمة 1 اذا كان‎ 0 
р - 42 48) 
пп-1) = 42 


n’ -n - 42-0 
(1-7)(0-6)-0 

11-7 

یهمل لانه سالب 6- = n‏ 


@ 1 8 a 
© 
e 8 
p = 8! - 8х7хбх5х4х3х2х1 
© ` ۰ (8-5)! 3x2x1 
® 
@ 


=8x7x6x5x4 = 6720 


15 
P. =15x14x13x12x11x10x9 = 32432400 


ES‏ اذا كان р - p.‏ فما قيمة (۴) ؟ 


< 


6 6 6! _ 6! 6! 5 6 
p, 7 ۲ = (6-3) (6-1) = 3! (6-1) 


۰۰ امم‎ 31 => 67۲-3 —r=3 


ملاحظة : من المغال السابق یمکن القول بصورة عامة : 


اذا كان p =p‏ فان ۲-1 حیث геп‏ 


كال 7 
ما عدد الاعداد التي رمز كل منها مکون من ثلاثة ارقام مأخوذة من بين الارقام 87:65:43 . 

(а‏ دون تکرار الرقم في العدد؟ 

b‏ یمکن تکرار الرقم في العدد؟ 


6 
p = عدد الاعداد‎ (а L 


j 6x5x4 = 
عددا‎ 120 = 


6 = عدد طرق اختیار رقم الاحاد‎ (b 
6 = عدد طرق اختیار رقم العشرات‎ 
6 = طرق اختیار رقم المئات‎ әле 
6*66 = وبموجب مبداً العد یکون عدد الاعداد‎ 
- 216 عددا‎ 


مثال 8 کم كلمة يمكن تكوينها مكونة من اربعة حروف مختلفة مأخوذة من الاحرف أ, ب, ج د ه؟ 


9 عدد الكلمات يكون‎ L 


۳ ! 5x4x3x2 А 
= د سس‎ 202 270 -12Е 
P, (5-4) 1! 


© © e © © 


E ===‏ 
1 - احسب قيمة كل مما يأتي: 
-E ф 21 a‏ لا 
B 5|‏ کا 
2- جد قيمة n‏ اذا كان : 
а) n! = 5040‏ 
Б, Р, -72‏ 


c) p. - 8x p. 


d) (0-1) 


(1-1) -30 


3- اذا كانت لدینا المجموعة х-11,2,3,4,5,6,7)‏ فکم عدداً یمکن تکوینه اذا كان: 
(а‏ رمزه مکون من ثلاثة ارقام بدون تکرار الرقم في العدد نفسه؟ 
(b‏ رمزه مکون من ثلاثة ارقام ویسمح بتکرار الرقم في العدد نفسه؟ 
(С‏ رمزه مکون من ثلاثة ارقام اصغر من )400( بدون تکرار الرقم في العدد نفسه؟ 
(d‏ رمزه مکون من ثلاثة ارقام اکبر من (200) ویسمح بتکرار الرقم في العدد نفسه؟ 
(е‏ رمزه مکون من ثلائة ارقام ویکون زوجياً بدون تکرار الرقم في العدد نفسه؟ 
f‏ ( رمزه مکون من ثلاثة ارقام ویکون فردیا ویسمح بتکرار الرقم في العدد نفسه؟ 
4- يُجرى في احد الصفوف انتخاباً على ثلاثة مراکز في احدی لجان الصف هي الرئیس ونائب الرئیس وامین 
السر ما عدد النتائج التي تسفر عنها الانتخابات اذا علم ان عدد الطلاب المشارکین في الانتخابات 


عشرة طلاب ؟ 


5- کم كلمة مختلفة الحروف مكونة من ثلائة حروف من بين حروف كلمة (ذي قار) ؟ 


6 بكم طريقة یمکن أن یجلس خمسة طلاب في صف من ثمانية كراسي؟ 


Combinations التوافیق‎ [1-4] 


1 л 
1 


اذا كان لدينا المجموعة [ Х-1(1,2,3‏ کم مجموعة جزئیة للمجموعة X‏ مكونة من عنصرین؟ 


: والمكونة من عنصرين هي‎ X نلاحظ أن المجموعات الجزئية من‎ L 
{1,2}. {1,3}. {2,3} 


لاحظ في هذا المثال انه في كل اختیار لم نضع اعتباراً للترتیب فمثلاً الاختیار ]2 , 1) هو نفسه 
[1 , 2) والاختیار }3 و 1) هو نفسه [1 و 13 والاختیار }3 2) هو نفسه }2 , 3{ وأن عدد المجموعات 
الجزثئية ثلاث ولیس ست . 

مثل هذا الاختیار وهو اختیار عنصرین من بين ثلاثة عناصر دون مراعاة الترتیب للعناصر التي تم 


اختیارها یسمی (توافيق) Combination‏ وفی هذا المثال يقال : توافیق ثلاثة مأخوذة اثنين اثنين. 


تعریف )1-2( 


1- توافیق مجموعة منتهية من العناصر هو تنظیم لبعض او لكل هذه العناصر دون اعتبار «الاهتمام) 
للترتیب الذي تنتظم به هذه العناصر . 

2- عدد توافیق )11( من العناصرمأخوذة (T)‏ في کل مرة حیث n‏ > ۲ وأن ۲ و 1 اعداد صحيحة 
غير سالبة هو عدد طرق اختیار (T)‏ من العناصر دون الاعتبار رالاهتمام) لترتیب هذه العناصر 


í 4 7 п: ويرمز لذلك بالرمز‎ 
С (п, г) 3 C.) 3 С, © 
© 
n 
n n © 
Є (2) P. _ m ren اذا کان‎ -3 

5 r! r! (n-r)! @ 

e 

Ф 


اذا کان وو أو CR A г-0‏ 


وقبل حل بعض الامثلة یتوجب التأكيد على أن الفرق الوحید بين التبادیل والتوافیق یکمن فى الاهتمام 


«مراعاة) او عدم الاهتمام وعدم مراعاة) بالتر تیب . 


20 10 13 
C C, €,  : اخسب‎ Ч) 
13 


13 13 P n! 13! 
) 5 (5) 5 | r! (0-8)! 51(13-5)! L 


13x12x11x10x9x8í 
5 5х4х3х2х8! 


= 1287 
b ci- (9 
> دقن‎ 


. ثم لاحظ الناتجین‎ С: e جن تما كلا فين‎ шан, 
3 12 


L‏ التبسیط التعویض القانون 


C} - n! _ 15! _ 151413:12 _ 455 
۲۱ )۳-۴(۲ 12! ا7)15-12‎ 12! x3! 
15 
C, = 15! = 15! = 455 
3۱ 015-3 ۸2 
نلاحظ آن : 15( کا‎ 
C, С, 


| یمکن الاستنتاج بصورة عامة أن : 


) مثال 4 اذا كان عدد الاستلة فى الورقة الامتحانية )8( اسئلة والمطلوب الاجابة على (6) منها 


فبکم طريقة یمکن الاجابة؟ 
لے الترتیب غير ضروري في الاجابة على الاسئلة الامتحانية لذا فان : 
عدد الطرق = С,‏ 
c- 8 _ 8х7х6‏ 
x2!‏ !6 !)6!(8-6 6 


کے کم قطعة مستقیم یمکن تحدیدها بنقطتین من مجموعة فیها (б)‏ نقاط و لا توجد ثلاث منها 
علی استقامة واحدة؟ 

عدد القطع المستقيمة یکون : 

لتطع 6×54 _ !6 28 


٦ؾ‏ 214 برھی 2 2 


يعلد جد قيمة N‏ اذا كان )=( - )20 


$ 


@ 
П п+1 
20,)-07) 0 
۰ 314) 
2х.-44 .- 0041) ын ? 
2۱ 1-2۱ 3! n+1-3y! @ 
2 x n! - _(n+1 xn! لبسيط‎ © 
2xlx(n-2)! 3x2 x 10-2)! ë 
1--0:1 > n+1=6 ¿LII 


n=5 


بكم طريقة یمکن Хан!‏ لجنة مكونة من )5( طالبات ۰ (7) طلاب من بين مجموعة 
مكونة من (8) طالبات» (10) طلاب ؟ 


= في اللجنة المطلوبة )5( طالبات یمکن اختیارهن من بين )8( طالبات وعلیه یکون : 
8 
عدد طرق اختیار الطالبات = С.‏ 
8х7х6бх5.  8х7Х6 56 Z‏ _ 8 8 
C, 5۱ (8-5)! 5! x3! 32 7‏ 


7 طلاب یختارون من بین (10) طلاب فیکون: 
10 
عدد طرق اختبار الطلاب = C,‏ 


10 _ 10 _ 109*877۱ _ 8 


2221-1200 
طريقة 31 ا73 )7,(10-7 7 


وباستخدام مبدأ العد الاساسي يكون : 


عدد طرق تكوين اللجنة = 56 x‏ 120 
0 - 


)289 8 صندوق يحتوي على (б)‏ کرات حمراء و (4) کرات بیضاء یراد سحب (اختيار) 
)5( کرات معا بشرط أن تکون )3( كرات حمراء فقط بكم طريقة یمکن اجراء السحب ؟ 


$ 


6 
عدد طرق سحب )3( كرات حمراء = C,‏ 
бн 6 _ бх5х4х3!‏ 


з  30)6-3(( 3۱3721 = 20 طريقة‎ 


4 
عدد طرق سحب كرتين بیضاء = C,‏ 
4х3х2х1‏ إ4 i‏ 


طرق 6= 215241 20423 2 


© © © © © © 
6 


عدد الطرق الممكنة و1 620 - 


2 | بب ً_ییپیپبپہکرہ w‏ 


1- جد قيمة کلا من : 


11 


a C" م ] لم )4 )9(0 )18,18 © رط‎ +P | 


2- جد قيمة n‏ إذا كان : 


3- اي العبارات الاتية صائبة واي منها خاطئة ؟ 


16 10 
2١ ۳ 
С, -С 4 
25 


25 
9 С,, 5 


2! 


10 n n 
1- СЕ z . 1 
C) اذا كان )<( ).( فان‎ 
عدد المجموعات الجزئية التي تحتوي على ثلاثة عناصر التي يمكن تكوينها من مجموعة عدد عناصره‎ d 
10 ہے‎ 
7 © 
-р سبعة اشخاص لیسوا متمایزین يكون عدد طرق اختیار ثلائة منهم هو‎ (6 
3 © 
عدد طرق اختيار شخصين من بين ستة اشخاص دون مراعاة الترتيب عند الاختيار - 15 طريقة.‎ (f © 
Р, -219 -1 89 


e 
۳ 5 СЭ" 
n=r فان‎ р - ааа хага” 


4 - اختر الاجابة الصحيحة فى کل مما يأتى : 


: عدد طرق اختيار لجنة ثلائية من بين (10) اشخاص يساوي‎ (а 


10 10 10 
لیس اي مما سبق )4( ےکس — сл С» C,‏ 
¿b‏ اذا كان (D)‏ عدد المجموعات الجزئية الثنائية التی يمكن تکوینها من مجموعة عدد عناصرها )6( 
فان n‏ يساوي : 
2 ,4( 3,4( 6 )2( 15 )1( 
әде (C‏ القطع المستقيمة التي یمکن ان تصل بين اي رأسين من رژوس مضلع سداسي يساوي : 
6 6 
اه 2C, ӨУР,‏ 6 )1( 
8ے a. 68 y.‏ 
є 8 ) Coo‏ 
68 
8 
ف ,4 31) — رتش 8 )1( 
8 60 


е‏ كان لدینا الارقام 1,2,3,4,5,6,7,8,9 فان عدد الاعداد О АЈ‏ رمزها من اربعة 
ارقام مختلفة من بين هذه الارفام هو : 


9 
لیس اي مما سبق )4( D(,) oL‏ 9ا d)‏ 


5 يراد تشکیل لجنة من ستة اعضاء من بين )5( طلاب. )8( مدرسین فبکم طريقة یمکن أن تکون 
اللجنة محتوية على مدرسین اثنين فقط ؟ 


6- صندوق يحتوي على 45( كرات حمراء. (8) کرات بیضاء سحبت ثلاث كرات معا جد عدد طرق 
سحب : 
1 01431 حمراء و واحدة بیضاء. 
2( على الاقل اثنتان حمراء. 


7- اذا كان әде‏ اسئلة امتحان مادة ما هو (10) اسئلة و کان المطلوب حل (7) استلة منها على أن نختار 


(4) من الخمسة الاولی فبکم طريقة یمکن الاجابة ؟ 


Bionomial Theorm ذات الحدین‎ Ада ула [1-5 | 


مبرهنة ذات الحدین : 
هي قانون لايجاد ناتج قوی مجموع حدين اي مقدار مكون من مجموع حدين مثل (X+Y)‏ اذا رفع الى 
اي اس صحيح موجب . 


: لدلاحظ المثال التالي‎ 
(хууу- X? + 2ху + ¥ 
_ 2: 2 2 2 
- C x +C xy+C Y 
Сі А C =2 А Сл لان‎ 
2 1 0 2 
وبالمنل یکون‎ 
x+y) = × + 37۲ + Зху + y 
3 3 3 3 
2 3 2 
- Сох +C ху + C, xy + C, y 
وكذلك‎ 


4 


(х-уу! = x + 4۲ + бху + 4ху + 1 y 


- C x + С, ху + С; х? у? + С; ху? + Су 


هكذا یمک القول , 5 ile‏ أنه اذا كان (D‏ عدد x‏ جب فاد : 
3 بصور )11( صحيح مو : 
@ 


ayr eC ارهد وش ےپ‎ a C ہہ‎ + Cy 
0 1 2 n 


یسمی هذا القانون بقانون مفکوك ذي الحدین . 


من قانون مفكوك ذي الحدین نلاحظ : 
1- عدد حدود المفکوك = n+l‏ 
2- مجموع اسس ۰ في کل حد من حدود المفکوك  П‏ 
3- معامل كل حد رتبته r‏ في مفكوك "(¥+×) هو () فمثلا معامل الحد الخامس في مفکوك 


8 
ویکون:‎ C, هو‎ (x+y) 


8 8 8x7x6x5x4! 
4 48-4)! 4! x4! 


4- في مفکوك Aty”‏ یکون اس الحد الاخیر B= (У)‏ واس الحد الاول(۴ڈ) N=‏ 

5- اس الحد الاول للمتغیر X‏ يبدأ بالتناقص من 11 الى 0 واس الحد الثاني للمتغیر ‏ يبدأ بالتزاید من 0 الى 1 . 

6- اذا كان n‏ عددا وچا فان عدد حدود المفكوك هو )0-1( فردياً ويكون هناك حداً | dwg‏ ونه 
1+ دري اذا كان n‏ عددا فردياً فان عدد حدود المفكوك (MHL)‏ زوجياً ويكون هناك حدان 
سیب ہا لكك قد 


7- فى مفكوك (СУУ‏ يكون قانون الحد العام [ الحد الذي رتبته (1)] : 


8- مفکوك (X +y)"‏ یکون بالشکل : @ 


ө C х?- C x" ly + C, FG, FF kisesi ЕС. gp 


n 
نلاحظ فى هذا المفكوك تكون الحدود سالبة او موجبة على التعاقب ويكون الحد الاخير موجبا اذا‎ 


كان n‏ عدداً زوجیا وسالبا اذا كان n‏ عددا فردياً . 


جد مفكوك ”(¥-×) 


х-уу- Cx - +ویراں‎ С; у - х? уз Ko xy'- C. y 
-Х-5ху-10ху -10 ху + 5 نوع‎ у° 


جد مفكوك “رما + (3a‏ 


(За + “رظ‎ = С, (За) + С, 0و3‎ + C 3a)? b+ С, (За)? + С, “ا‎ 
= 81 a“ + 108 a°b + 54 a b? + 12 ab’ + “ا‎ 


اوجد الحد الخامس في المفكوك (X-3yy‏ 


8 
P =C» i х 1 31ے‎ š Р- C,x* сЗуу 


1 Т- 
8! 
-78 (8-4) X (81у) 


=70х81х*у* = 5670х*у* 


جد الحد الاوسط في مفكوك Б ЗУ‏ ( 


۶ ۶ ۶ 67 


3 الاس عدد زوجي فیوجد حد اوسط واحد رتبته = 3+1 
1 8 
ө‏ - 1 + 2 
= 5 
9 
e‏ 
n e‏ 
الحد العام هو : аа. yr!‏ تی = P.‏ 
e‏ 
x 8-5+1 Ч | 1 :‏ 8 
ө‏ ا حد الاوسط هو الحد الخامس التعویض вес.) (3y‏ 
لبسيط 4 2835 = Ш 8! X х! х 81 = p‏ 


4۱ 4 16 I 8 


سے جد الحدین الاوسطین في مفکوك ‏ ” 2-4 


٠ >‏ الاس عدد فردي فيوجد حدان اوسطان رتبتاهما 
nil _ 7-1 1+1‏ 


д 1-4-1-‏ لے 2215-2125 
5 + + 5 7 7 
۰ الحدان الاو سطان هما ال ابع و الخا 2 4 3a‏ 7 
ااا و اڪ تلك بت رک C7‏ ,۳ 
3a‏ 2 
u 7x6x5 X 81 af ۷ -8 _ 1054‏ 
3x2x1 16 27а? 2‏ 


7 За ون ےر‎ 
۳ с.с) Сд) 


_ 7x6x5x4 ” 27а? : 16 _ 00 
4x3x2x1 8 81а* За 


وڪن بسط المقدار *(2-3) + “(2+4) إلى ابسط صورة ثم جد قيمة المقدار عندما 3 .a-‏ 


(2+ a)* =P, + تن‎ 0 4P; ا‎ 
4 


(2-ау + (2-ау-2 c Pi D; + Р.) 


ضعف ا دود الفردية الترتیب في مفکوك *(2+۵) 
وعندما تکون 3 8-۷ تکون قيمة المقدار هي : 
а? +аї] -2 [16 + 24 x 3+91 - 2 x97 = 4‏ 0422 + 2124 


,2 بسط المقدار کے °-(а-‏ 1 ل + إلى ابسط صورة. 


اكه سدس درم امسو ةر مم 


5 للدم - ر zal‏ 


=2 (D, + P, + Do 


رك 10+ Са (1 +015 -2 5 а?‏ + ر هت 2- 


85 جد الحد الذي يحوي Аса!)‏ مفكوك *( a?‏ +3 ) ثم جد معامله. 


: فیکون‎ (г) هي‎ ) 3+ 47 у? نفرض أن رتبة الحد الذي يحوي *2 في مفكوك‎ L 


8 -F+ 2 r- 
Р-С GOFF 09 01 
8 مو‎ a2r-2 
В С 3 9 
s. а-а 27-2 
8 - 2-2 اذا تساوت كميتان وتساوت الاساسات تساوت الاسس‎ 
28-10 775179 
PCF OEY 8 تبة الحد الا‎ 
5 4 r =5 هو الخامس‎ а“ رتبة الحد الذي يحوي‎ 
__8х7х6х5 81 x aš 
4321 
= 5670 a? قيمة الحد‎ 
5670 = المعامل‎ 
1 2 
сэ 
: فیکون‎ (Г) اي يحوي على × ] هي‎ [ X نفرض أن رتبة الحد الخالي من‎ L 
: القانون والتعویض‎ 
2 п х2 п-г+1 а Ж 7-1 
рст رت‎ 
Е م‎ Cy OD رے‎ 2 ¿get yel 
г-1 23 
15 32-2۳ 4 
5 x 1 r-1 x 1+1 
С, ( ) 2 
5 QU اذا تسارت کمیتان وتساوت الاساسات تسازت الاسس نی ہے می‎ © 
۲-1 
33-37 _ хо 
33 - 37-0 التبسيط‎ 9 
33-31 © 


الناتج 11 - ۲ 


الحد الخالي من (X)‏ هو الحد الذي رتبته )11( فیکون : 


р _ С° (х? y С (хусэл 


10 


15| 
10! х5! 
15х14х13х12х11 


se 2-0 کہ‎ ЛЕЛ 
5х4х3х2х]1 لي من‎ 


(101/- (1-100/ 
- 1+ Cr 100" + C$ 100+ C} 0100" التبسيط‎ 
- 1 + )3( )100(+ )3()10000( +- 0 ¿LII 


= 1030301 


یچ س_ ‏ <سىپ“-ت-_-۔ 


1- جد مفكوك كل ما يأتي 
“حا - a) (3a‏ 
Б, (3¥ + 2уу‏ 


сх ر‎ 


2- جد الحد الثالث في مفکوك "3۳ -) . 
x2 X 8, 1 :‏ 
3- جد الحد السادس في مفکوك 69 


4- جد الحد الاوسط في مفكوك ر ےھ . 


5 جد الحدين الاوسطين في مفكوك”(1 - (2a‏ . 
6- جد Ам‏ الذي يحوي على ХЭ‏ فی مفكوك ؟ر× +1) ثم جد معامله . 
Я‏ سیا ق 025 وک 
جد معامل 2× في رض 
ы‏ ےت хэс‏ فی مک 1۹۵( 2 + تير 
لي من ( ) في لوت ( 
© 9- جد قيمة 99(4) (باستخدام مبرهنه ذي الحدين ) . 
e‏ 3 4۰ 4 
10- جد قيمة )98( – *)102(. 


e 
. 2 +13 у + )2-+3(7 جد قيمة‎ -11 © 


الفصل الثاني 


لغایات والاستمرارية 

Limits And Continuity 
ээд! [2-1] 
غاية الدالة‎ [2-2] 
× > 2* غاية الدالة عندما‎ [2-3] 
× < 2 غاية اندالة عندما‎ ]2-4[ 
بعض البرهنات 2 الغایات‎ [2-5] 
عند نقطة‎ АМАН استمرارية‎ ]2-6[ 


]2-7[ بعض المبرهنات 2 الاستمرارية 


G 


Limit Аза 
مقدمه‎ 

مفهوم الغاية limit‏ من المفاهیم المهمة في الریاضیات وهي الاساس لمفاهیم اخری مثل استمرارية 
الدالة continuity of function‏ وكذلك فى حساب التفاضل differentiation‏ والتکامل 


. integration 


|1 2 الجوار Neighbuorhood‏ 
لتوضیح مفهوم الجوار نعطي هذه المفاهیم البسيطة وصولا الى مفهوم الجوار . 

سبق ان تعلمت الفترات المفتوحة في الاعداد الحقيقة وتم توضیحها على خط الاعداد مغلا 

الفترة المفتوحة (3 و 1 ) تمثل على خط الاعداد بالشکل : 


А 1 2 3‏ 
نلاحظ ان العدد 2 ینتمی للفترة المفتوحة (3 و 1) وتوجد قیم في الفترة اکبر من العدد 2 وتکبر اقترابا 


للعدد 3 . و کذلك توجد قیم أصغر من зал!‏ 2 وتصغر اقترابا للعدد 1 
هذه القیم Эх,‏ 1.9999 , 1.999 ۰ 1.99 ۰ 1.9 تقع جوار العدد 2 من الیسار و کذلك القیم 2.0001 
2.001 2.01 ۰ 2.1 تقع جوار العدد 2 من اليمين تسمی هذه الفترة المفتوحة )1,3( جوارا للعدد 2 


تعریف (1 -2) 


اذا كان a‏ عددا حقيقياً وكان 0 < © (يقرأ ابسيلون) تسمى كل مما يأتي : 
= - + 4 رو =@ جوارا للعدد а‏ 
 , а у -2‏ و جوارا للعدد 3 من الیسار 
аА ‚а + =) -3‏ 
لذلك یوجد عدد غير منتهي من الجوارات للعدد а‏ . وحسب قيم © الموجبة وكذلك ليس من 
الضروري أن а‏ تنتمي لجوارها. 


ЦЭНЭ) 


اذا کان 8-2 . ك = € اکتب جوارا للعدد 8 ثم اكتب جوار الیسار وجوار الیمین. 


2 
اخل جوا العدد 8-2 هو الفترةالمفتوحة ( — + 2 , — 2 ) 


7 جوار العدد 8-2 هو الفترة المفتوحة ر شب ۱ — ( 

جوار اليسار للعدد 2 - 8 هو الفترة المفتوحة ) 2-2 ‹ 
7 جوار الیسار للعدد a‏ هو الفترة ‏ 2 , (È‏ 

جوار اليمين للعدد 8 هو القترة :أل + 2 , 2( 
0 جوار اليمين للعدد 8 هو الفترة s>‏ 2 ) 


= 


اذا كان 1 = 2 اکتب ثلاث جوارت للعدد a‏ . 


ذم a‏ پک ا تضار — = 


ے a‏ الغدد 1 هو الف وو کے کے ےو EE‏ ےا 
جوار هو الفترة ) - دہ ЗОЛ‏ - 1 


= -> نختار‎ а-1 (2) 


5 جوار العدد 1 هو الفترة رسک , -15-1-2-0-1/-0-4( 


)3( ۰ 2-1 یمکن ان نختار шэн‏ € 


Е‏ جوار العدد 1 هو الفترة ( ك , سك )-) 1 +1, ل 


Limit of Function غاية الدالة‎ ]2-2[ 


توجد بعض المفاهيم یمکن توضیحها قبل الدخول في غاية الدالة والتي هي : 


a 1‏ — × تعني ان قيم × هي الاعدد الحقيقة القريبة جدا من العدد a‏ يمينا ویسارا يمكن ان نقول ان 
قيم × هي الاعداد التي تنتمي الى جوارات العدد 4. 
X—2 У‏ تعني ان قيم × هي  ....‏ 2.0001 .2.001 2.01 .2.1 
وكذلك هي ... . 1.9999 . 1.999 . 1.99 :1.9 


2 > تقرأ × تقترب من 8 من جهة اليمين اي ان قيم × تقترب اكثر فأكثر من العدد 8 تقع في 
جهة اليمين اي اكبر من 4. 
مغلا х1‏ ان قیم ‏ هی ..... 1.0001 .1.001 .1.01 ,1.1 


x— a 3‏ تقراً ‏ تقترب من العدد 8 من جهة اليسار اي ان قيم × تقترب اكثر فأكثر من العدد 8 تقع 
في جهة الیسار اي اصغر من 4 . 


0.9. 0.99 ,....... 0.999 ,.... تعني ان قیم × هي‎ X— 1 У 


د 
8 الآن سنوضح فكرة غاية الدالة بأستخدام التمثيل البياني للدالة موضحا بالشكل (1 - 2) نلاحظ 
هندسيا ان منحنى الدالة f‏ منفصل عند 2 = × نلاحظ عندما 2ح× من جهة اليسار (أقل من العدد 2) 


فان قیم y=f(x)‏ تقترب من 2 ايضاً فيقال ان 2 = lim f(x)‏ 
1 +2 : 


@ )445 نلاحظ عندما 2 — X‏ من جهة الي ليمين ( اکبر من العدد 2 ) فان у= хун?‏ تقترب من 
© 4 فیقال ان 4 = lim fox)‏ وتقراً غایةالدالة Ё‏ من اليمين تساوي 4 أي ان 4 у= бху»‏ 
۱ 


Х---2) عندما‎ 


الشکل )2-1( 


: )2-2( مثال 2 لاحظ الشکل الاتي‎ ў 


الشکل )2-2( ° 

© 

انه عندما x—3‏ يميدا ویسارا فإن (5) ۴ = Y‏ تقترب من العدد 6 فيقال من ان 6 = lim fox)‏ تقرأ © 
غاية الدالة f‏ من اليمين واليسار وتساوي 6 عندما 3 — X‏ لاحظ في الشكل (1 - 2) لم نتطرق عندما © 
x = 2‏ الدالة معرفة اوغير معرفة والمهم ان الدالة معرفة بجوار العدد 2 وكذلك في الشكل )2-2( © 


والآن سنوضح فكرة غاية الدالة بصورة آخری . 


بے 
Ёүху-х-3‏ نبحث غاية الدالة 4 عندما 4 كما وضحنا سابقا تعني ان قیم ‏ قريبة جدا جدا 
من العدد 4 وتمثل جوارات зал!‏ 4 يمينا ویسارا وعند تعویض هذه القیم في الدالة نحصل على قیم للدالة 
ری f‏ كما في الجدول الاتي : 
x— 4 x — 4:‏ 


f x; — 7 f x; — 7 


من الجدول السابق يتبين لنا عندما X — f‏ یمینا ويساراً فان 7 — оху‏ د 7 وکت 


lim 106-7‏ وتقراً غاية الدالة 1 تساوي 7 عندما 4ج х‏ 
x—4‏ 


= 
لتکن t‏ - رم ۶ حيث 2+ X‏ نبحث وجود غاية f‏ عندما 2 x—‏ 
سنوضح ذلك في الجدول بعد آخذ قیم ‏ قريبة جداً جداً من العدد 2 يمينا ويساراً اي انه جوارات 


العدد2 ونعوضها فى الدالة جد x‏ 


= ری f‏ ونجد = fX)‏ كما في الجدول الاتي : 


х — 7 x — 27 


4ج f (X)‏ 4ج( f‏ 
نلاحظ f (X) =É‏ تقترب من العدد 4 عندما قیم 2 — Х‏ ویرمز لها 4- nm f)‏ 
ملاحظة : في المثالين لم نتطرق للعدد 2 اي انه 2 =× ليس مهما ان تکون f‏ معرفة او غير | 


۱ 
| معرفة عنده والمهم ان 1 معرفة في جوار العدد 2. 


АМА [2-3]‏ الدالة عندما Xa:‏ 
احياناً تکون الدالة 4 معرفة عند جوار اليمين للعدد 8 فقط فیمکن ایجاد ЗАВ‏ الدالة 4 من اليمين فقط 


وسنوضح ذلك من خلال المثال الاتي : 


مثال ۵ 
) 


لتکن х) = 2 х‏ حيث قیم 1 > X‏ لنجد غاية 1 عندما x—-> l‏ نستخدم الجدول الاتی 


لتوضیح سلوك الدالة f‏ عندما قیم X‏ تقترب من 1 من جهة الیمین فقط 


х ===: |" 


f ex) ات‎ 


الشکل )2-3( 


فیقال ان غاية ‏ تساوي العدد 2 عندما 17 — АМАЛ X‏ اليمين فقط وتکتب 2 - lim f(X)‏ 
х-»17 7‏ 


]2-4[ غاية الدالة عندما 2۰ << 


احیاناً تکون الدالة f‏ معرفة عند جوار العدد 2 من الیسار فقط یمکن ایجاد غاية الدالة f‏ من الیسار فقط 


سنوضح ذلك من المثال الاتي : 


لتکن - ۸/1 fox)=‏ نبحث غاية الدالة 4 عندما Х---1‏ 


نلاحظ ان اوسع مجال للدالة f‏ هو [ 1 >< x: x€ R.‏ ]اي انه الدالة F‏ معرفة يسار العدد الجوار 


الایسر للعدد 1) فقط في الجدول الآتي نوضح كيفية ایجاد غاية الدالة f‏ من الیسار فقط . 


x— 7 


EE. TT 


| اس لا‎ e [Te] 


f xy— 0‏ 
فيقال ان غاية ‏ تساوي العدد 0 عندما 17ج < من اليسار فقط . وتکتب 0= lim f(x)‏ . 
سس х-»1 Я‏ 


< ل =( حیث 0 ×لندرس سلوك الدالة 
X‏ 


عندما 0 — X‏ وهل للدالة f‏ غایة عندما 0 х-‏ 
0 تعنی أن قیم 0 > x‏ أو 0 > x‏ 
الآن ندرس سلوك الدالة عندما 0 > × اي انه" 0 X—‏ الاقتراب من الیمین بأتجاه العدد 0 الجدول 


من الجدولين یتضح UJ‏ ان الدالة f‏ 


لیس لها غاية عندما 0 X—‏ 


х,‏ قیمها تتناقص وت تصغر ولاتقترب من عدد ما 


ملاحظات مهمة فى غایات الدوال 


1- نحدد مجال الدالة f‏ . 
2- عندما X —a‏ لایجاد غاية الدالة f‏ لیس من الضروري ان تکون 8 تنتمي لمجال الدالة اي انه 
fca)‏ معرفة او غير معرفة ذلك غير مهم . المهم أن الدالة معرفة جوار العدد а‏ من اليمين او من الیسار. 
3- اذا كانت шаг‏ و کانت lim бх) І,‏ جرد 
يقال ان للدالة f‏ غاية عند 8 — L = L,‏ 


ويقال ان الغاية غير موجودة ЁШ‏ عند L ZL, © a‏ 


]2-5[ بعض المبرهنات في الغايات 
1- غاية الدالة f (X)‏ ان وجدت فهی وحيدة 
:141 كان іт бх),‏ كو гн‏ 


X— a+ 


رحني 
Ы‏ 


2 اذا كانت © ЁХу-‏ حيث c€ R‏ عدد ابت فان 


ع دع lim fœ = lim‏ | رغاية الدالة الثابتة = الثابت نفسه عند اي قیم تقترب منها Ох‏ 


0 مثلا 
lim 1-1‏ رہ 3 -3 lim‏ روط . 42-12 ау lim‏ 
x—1 х-»0 х-»--12 2‏ 
3- اذا كانت fox)= x‏ فان ۵ - шил Ё)‏ 
اي ان : | пша =a‏ 


: موجودتین فان‎ lim E) ‹ lim 1/3۱ اذا كانت‎ -4 
x—>a х-»а 


lim r f(x) + عه‎ i= lim - lim 
мисс 51 am х) + m gx) 


2 


lim سنا _ (4+ک)‎ x + lim 4 مثلا‎ 0 
х-»1 —1 x—1 
=] + 4-5 
lim (х-3) lim x- lim 3 
x—>-5 Х-»-5 Х-»-5 
55 و و‎ 


5- اذا كانت n f(X)‏ مو جوده ة و کانت © عدد гай‏ فان : 


бт Cf) = “а fœ 


2 


lim 4x _ 4. lim x - 4 4. 2-8 — 
—2 


lim -3x _ -3 lim x 5 
- -3 lim x --3 0-0 
: موجودتین فان‎ lim gx) (lim ]00( اذا كانت‎ -6 
x—a х-»а 


lim; f(x). £(x) i= lim . lim 
aa (X). 8&)] سس‎ f(x) n 8X) 


lim x _ lim x. lim ۶ .2,2-4 


x—>2 х-»2 х-»2 
رحس وز‎ (im 9 Свв) 
-Ч lim | x) ) lim lim X 4 lim 2 ) -1. 1+ 2-3 


استنتاج مج n lim x"‏ عدد صحیح م وجب 


х-»а 


a) 


a) 


a) 


С) 


- اذا كانت lim g(x) , lim f(X)‏ تى وان ÚH‏ فان . 
7 اذا كانت р (X)‏ )500 0 مرجودين 0/5 20 56320 فان : 


lim x. 2 lim x + lim 2 юэ» 
a) Jim X+2 _ х-»1 ) шог 
X> х-1 lim «Хх + 1١ lim بر‎ lim 1 
х-»1 Хх-»1 x—1 
لے ہے‎ в 
1 + 1 2 
lim مج‎ _ lim x? lim 2 
b) lim x’ -2 _ x—3 ةح× 3< ×_ _ رس‎ 
x—3 x+2 lim ۰ 2) lim x+ lim 2 
х-»3 Хх-»3 х-»3 
2-2 7 
3 + 2 5 


| ملاحظة : هذه المبرهنات تبقى صحيحة عندما 3 ج امن اليمين والیسار ویمکن حل التمارين 
A |‏ 

" والامثلة بأستخدام هذه المب هنات S‏ اعد : 

1 A 


lim 3 1‏ 1 
جد قيمة ما يلي : +25١‏ کم مر ) 


lim x + lim 2x - ر3‎ +2. lim x 
х —-3 Х-»-3 Х-»-3 


--27- 2(-3у)--27-6 
--33 


lim شوم‎ 5, lim x lim 
+ 5 
х-»06 ) хэд х--»0 


х--0 2Х-1 lim (2x +1) lim 2х + lim 1 
x—0 x—0 х-»0 


_ 0+5 5 _ 5 
2(0) + 1 


2+1 х >1 ۲ 
f x) = مثال 9 لتکن‎ ? 
2 x 1 


ç x — l غاية عندما‎ f (X) هل للدالة‎ 


© 


يمكن ان تمثل الدالة بيانياً كما فى الشکل )2-4( 


عندما *1 — X‏ من اليمين فان Х‏ 


f (x)= x +1 


(2-4, من تعریف الدالة 01-12 الشكل‎ 
lim ہو‎ = lim (х? + 1, 
х-»1! х» 1` 


= lim х? + Em lepet- i 
x—>l' x—1 


عندما 1 — X‏ من الیسار فان ×2 = (×) 1 من تعریف الدالة فى السؤال 


lim пот (2х)=2. lim х-2.1-2-1, 


х» 1 х--1 


2 ۳ Е L, 


lim Їсху-2 23‏ موجودة 
х-»1‏ 


تب 


جد قيمة ‏ 5 + 4 нв‏ حیث + < × 


G‏ تطبيق الملاحظة (5 + ) ہی ü‏ ۷+5 ہے 
lim 4x + lim 5 gapai‏ /م = 
х-»1 х--1‏ 
]8 
-4ү41,-5 = 9 =3 ``‏ 


2 


اذا كانت 1 < }إ}R‏ 26 , 2- < 17:5 f:‏ وان 2 ول = fX)‏ جد lim ќо)‏ 


Х--»-2 5,‏ حسب مجلا الدالة f‏ 


`. lim fx) _ lim X+2 
х-»-2 х-»-2 

/ lim (x+2>) = y lim x+ lim 2 
x—>-2 x—>- 


х-»-2 2 


EO 0 


ا في البسط والمقام مباشرة نحصل على قيمة المقدار= © وهي 


كمية غير معرّفة لذلك نضرب البسط والمقام بالعامل المرافق للبسط [لوجود الجذر في البسط ]. 


أي انه : 
2+ 1+ ۶ /ه 2- 1 + 2 لى lim‏ 
халааг"‏ 
j: x+1-4 ۱ ۲۶۶‏ 
- ,ع۴ ۰-۳ lim = lim‏ - 
е 7,‏ ریبروبول 3ے ہے ہیی 
lim‏ 
1 چ 


0 2 | ис, х-1 ) + lim 2 
х-» 


1 
Пэпсан 3-1 +2 5 


х-»3 


1 = ری f‏ هل للدالة f (X)‏ غاية عند 2 ۴ 


7х *52 مثال 13 يكن‎ 
۲ +1 x>2 7 


ثم جد غاية الدالة (уе É CO‏ عند 4 
< 1) عند تمغيل الدالة بيانيا كما موضح في الشکل (2-5) نلاحظ ان الغاية غير موجودة 
سنوضح ذلك كمايلي: 
نجد الغاية من اليمين 


عندما "2 x—‏ فان 1+ ×= f (X)‏ من تعریف الدالة فى السؤال 


Ба fo = = ہی‎ (х41)- эээ x + lim 1 
2ب‎ x—2` 


-2-1-3-1, 


л‏ الغاية من الیسار 
عندما 2 جه X‏ فان Їүху-1-х‏ من تعریف الدالة في السژال 
lim (1-х) — lim 1 - lim x‏ دويق lim Í‏ 
x— 2‏ 7 رح و ` 2— х-»2 x‏ 
,1-1- -1-2- 
lim f (x)‏ غير موجودة لان L zL,‏ 
“ЛЄ (х:х«2| 5‏ 


n li = li سے لت‎ 
хиа fœ- lim (1-х)-1-1-2 2 
yaek 
n li - نز‎ -4+1- 
jim foo-lim + 1)=4+1-=5 3 


нэ : . x2+2 x<1 
а جودة جد فيمة‎ + lim f x) وان‎ Í دوع‎ 
X > 


2x+a x 1 


lim fx) =‏ موجودة فان الغاية من الیسار L =L,‏ الغاية من اليمين 
١ х-»1‏ 


lim (2Х-а»- lim (х2+2) 
х >» 1° х--Г 


lim 2x + lim а lim x2 11۳ 2 تطبیق قواعد الغاية‎ 
x—1: x>]: x] х-»Г 


2) +a= 12+2 التبسیط‎ 
2 + و‎ - 3 ља - 1 


li xX +a х < 1 
اہی موجودة وان‎ f وکانت ری‎ f x) = 


Жа 15 مثال‎ 
9 - ت27‎ x<1 0 


Ши 1-5‏ جد قيمتى ER‏ ا[ و 2 . 
х-»-1‏ ب 


1 فان ×2 - 0 - ری‎ -1 € (x: × > 1( وان‎ lim =5 اج‎ 
z Х-»- 


lim (b-2x)=5 
х-»-1 


lim b - lim 2x =5 تطبيق قواعد الغاية‎ 
х-»-1 х-»-1 
Ь-2 (-1) = 5 

التبسیط 


9+ 2-5 9-3 


وكذلك lim fœ‏ موجودة 


هذا تعني ان L =L,‏ 


من اليسار lim fx) =- lim fx)‏ من اليمين 
х-»17 х-»-Ї‏ 
lim (x + a) = lim ¿(b - 2х)‏ 
х-»1 х-»1‏ 


lim x? + lim a - lim 3 lim 2x 
x—1 х-»1 х-»1 х-»1 


12-а-3-2(1, 
1-а-1 


а =0 


2 
a جدقيمة‎ lim Х+3Х-1 _ 2+3 اذا كانت‎ 0 


lim (х? + 3-1 :‏ 
تطبیق قاعدة القسمة في الغایات х-»1 -2а-3‏ 


lim (X+2) 


x—1 


lim x? + lim 3x- lim 1 
x—1 x—1 x— 

l ۱ = 22+ 3  ةياغلا تطبیق قواعد‎ 
lim x + lim 2 

х-»1 х-»1 


- 2 
ور 3-1 ل2 
التعویض 1-2 


3 
جس‎ 2+ 3 "ЭР: 


1 = 2+ 3 ә 1 - 3 – 2а 


2a=-2 -а--1 


8 جدقيمة ?- lm Xx‏ 
x—3 x-3 1 0‏ 
= اذا عوضنا عن 3 = X‏ في البسط والمقام مباشرة نحصل على : 
i TE 9 - 9 0‏ 
گے ےے Цар‏ مغرف 
0 = 3 3 و عير مجر 
لذلك يجب ان نبسط الدالة وکما یلی : 
حيث 3 пв — , X z‏ 
х-3,‏ 
نحلل البسط کفرق بين مربعین (х-3)‏ جم 
التعویض والتبسیط 3-6 + 3=) lim (x+3‏ 
x—‏ 
lim × 8 те.‏ 
x—2 2-4‏ 


: البسط کفرق بين مکعبین والمقام کفرق بين مربعین قبل توزیع الغاية و کما يلي‎ Дэд 
: 2 
ба 6-27 ) х? +2х +4) ای‎ ( X +2х +4) 5 22+ 22+ 4 з 


х-»2 _ رھ بی 2ہی‎ ас, 2 + 2 
x— 


1- جد قيمة کل مما يأتى : 


-За-4  تناک إذا‎ 2 


2 2 


X - 


3- إذا كانت 8 - 
Х-а -8‏ 


x’ -2x + 6 


lim (х +2x+3)‏ را 


x—-1 


5) Jim ¥27 | 


.4 ER حيث‎ a+ جد‎ lim 


ас вр جد قيمةه‎ lim 


Х-»а 


а: جد قیمتی‎ lim Ёүху- 8. lim fx)= 5 وکانت‎ ۶ (X) = ×ھ‎ + bx اذا كانت‎ -4 
2 x— 2 و‎ 


5- لیکن х»2‏ 7-3 
= ری f‏ 
2-2x > 2‏ 
(а‏ هل للدالة f‏ غاية عند 2 ۴ بين ذلك . 
(b‏ جد lim f(x)‏ 
x—> 1‏ 
6- لتکن х22‏ 1 2۶ 
= ری f‏ 
2 < و 
هل للدالة f‏ غاية عندما 2 ج X‏ ؟ بین ذلك 
7 لتکن پت کا а + 2х х‏ 
= ری f‏ 


3-3” x >-1 


وکانت lim fx)‏ موجودة جد قيمة ه حيث ER‏ 2 . 
x—-1‏ 


8- لتکن وع وبڈ 


f ox; = 
йн 35-р x< 3 


.a.b ER جد قيمة‎ f /2( = 5 موجودة وأن‎ lim, f (X) وکانت‎ 
ور‎ ci 


[2-6] استمرارية АНАН‏ عند نقطة 
Continuity of a function at point‏ 
یمکن ان نوضح فكرة استمرارية الدالة عند نقطة من 
خلال الاشکال البيانية للدوال الاتية عند النقطة المبيدة في 
كل شکل ففي الشکل ر 6 - 2) نلاحظ عندما نضع القلم 
في اقصی الیسار عند © ونحرك القلم بأتجاه b‏ مرورا 
بالنقطة Ca ,f ca)‏ . 


اننا لا نرفع القلم اي ان الحر ¿S‏ تتم بدون رفع القلم. 


وفي الشکل )2-7( اذا تح ركنا من © الى فأننا نجد 
فجوة في النقطة ر (8)] (а,‏ نضطر لرفع القلم عبر الفجوة 
للذهاب الى 0 . 


5 و کذلك الشکل )2-8( عندما نتحرك من» الى 9 نضطر 
ي لرفع القلم مسافة لوجود انقطاع في المنحني عند 8 - × . 


a 


من الاشکال الثلاث نلاحظ ان الشکل )2-6( يكون المنحنی مستمر فى النقطة 8 = × فیقال ان 
الدالة مستمرة عندما X = а‏ بینما في الشکلین الاخرین وجود فجوة وانقطاع في المنحنی عندما 8 = X‏ 


فیقال ان الدالة غير مستمرة عند 3 = X‏ سنوضح ذلك بالطريقة التالية وبأستخدام التعریف . 
تعریف )2-2( 


اذا كانت f‏ دالة و کان العدد 8 ينتمي الى مجال الدالة f‏ وتحقق ما يلي : 
موجودة وحقيقية (8) 1 -1 
موجودة و حقيقية lim f(X)‏ 2 
х >а‏ 
lim fçx)=f ca‏ - 
۶۹ ھ00 
فيقال ان الدالة 1 مستمرة عند النقطة 8 =× واذا لم يتحقق اي شرط من الشروط الثلاث اعلاه 


X a مستمرة عند‎ f فالدالة‎ 


Y Y 


الشکل )2-10( الشکل (2-9) 
f‏ دالة غير مستمرة عند 8 = x‏ لانه Ка)‏ غير | دالة غير مستمرة عند a‏ = × لان ,1+ 1 حيث 
معرفة او а‏ لاتنتمی لمجال АЛАЛ‏ أي ان الشرط L ,lim f(x) = L‏ دصت lim f‏ © 
xa: 1?х-»а 2 =‏ 


الاول غير متحقق في تعريف (2-2) . أي ان الشرط الثاني غير متحقق في تعریف )2-2( 


2ھ 


الشکل )2-12( الشکل )2-11( 
f‏ دالة مستمرة عند 8 = f X‏ دالة غير مستمرة عند 8 = × لانه 
li‏ 
f(a)‏ + ریا 11 


Ju, )‏ 1 اذا کانت Їүху-х!-3‏ هل أن ٤‏ مستمرة عند ç X=-1‏ 


R كثيرة الحدود فان اوسع مجال للدالة‎ f L 


2) lim Ё (х) = lim (х +3) 
x—>l х —1 


l) fdy=P+3-=4 


= lim x, lim 3 -12 + 3-4 
x > х 1] 
3) ·. lim f сху= fd) 
` x—1 


Ё 228‏ مستمرة عند ۲-1 


]2-7[ بعض المبرهنات في الاستمرارية 


اذا كانت کل من الدالتین Ё‏ وق مستمرتین عند X=8‏ فان 
الدالة g + f‏ مستمرة عند 8 =× 
الدالة f‏ . 8 مستمرة عند 3 - × 


الدالة Í‏ مستمرة عند 4 = × بحيث 0 (2) g‏ 
5 


سے ابحث استمرارية الدالة حيث كت = f(X)‏ عند 3 -2 . 


1 +1 
لے اوسع مجال للدالة = [1-]۱ ۸ . 
тэм‏ . 3 3 
الدالة مع فة عند 2-3 وان — ۔ _ تم 39 1 
معر 3 1 51 (1)3 2 


)4215 نبحث وجود الغاية 


lim x 
2) lim сус Ни سس يكت‎ 
تفت‎ хте رت‎ lim, (X+1) 
Х-» 


3 - 


3. 

3-1 4 
3 

4 


3 i ۳ ۳ 
) lim f ري‎ f3) Е 


۰ مستمرة غيل 3 = x‏ 


مثال 3 ابحث استمرارية الدالة ‏ + ×= ر( f‏ عند 5-1 . 


R = اوسع مجال للدالة‎ L 


۰ ]معرفة عند 1 -< وان Ё61,-1-1-2‏ ,1 


2) lim f (x) = lim (X° + x)= lim x° + lim x 
x—1 х-»1 х-»1 х-»1 
-1-1-2 
39 .. = = 
) `. lim fœ) fd) 2 


X - 1 مستمرة عند‎ f ۰ 


بعد لتکن Їүх)-3х-2‏ هل Ё‏ مستمرة عند 4 =× ؟ بين ذلك. 


. ×= 8 مستمرة عند‎ f لنبرهن‎ 2 E R لكل‎ R اوسع مجال للدالة ۴ هو‎ L 


۳ (а) = За + 2 
2, lim, f ху . RE 
= lim 3x + lim 2 
x—a х-»а 
=3a +2 


+0 0 
بر‎ іт, f(x) =f ca) 
× = 8 е مستمرة‎ Í الدالة‎ ту 


Ёсху- E 0‏ هل Ё‏ مستمرة عند 0 =× ؟ 


ЈЕ‏ د لمكن 
x20 0‏ 1+ 1 


1, ] x) =x + 1 عند 0 =× فان‎ ° 


lim Ёсху لنبحث وجود‎ 


Ул ө 


lim f(x) = шо (х?+1)= шо х? + lim 1 
х-»0" х-»0" х-»0 х-»0" O 


الغاية من اليمين ,41-1-1 02 = 


lim, foo - В, (2x+ 3) یا‎ 
= li li = 
m 2X + ЭНЭ” 3-2(0,-3 
< 3 < الغاية من الیسار رب‎ 


: L z L, 


.. الغاية غير موجودة عند 0 = × 


2- x x< -l 
Х--1 عند‎ f ابحث استمرارية الدالة‎ f مثال 6 لتکن = ون‎ 
2 اد‎ x> -1 7 


L‏ عند 2-1 فان 1+ 22 <رج ؟ 


l) #-1)= 201۶+ 1-21 + 1-3 


li . 
Ф 2) iyi لنبحث وجود‎ 
9 Чу 
: 5 2 
© Р” fo 5 ےآ‎ бох H ) 
Ф 
e الغاية من اليمين‎ 
@ - 2 1 +1=2(1) + 1-3 اع‎ 


ثانیا 


lim fx) = lim (2-X) 
x— ¿1 x— رات‎ 
السار‎ АЫ) 


-2-(-1)-2-1-3-1, 
` L - رسآ‎ - 3 


lim Í ху = 3 


Х-»ь(-1) 


lim f ху =fe-ly=3 


x = -1 ХҮРЧ مستمرة‎ f p 


1, a LES 
СЭ? 121 
3ے £ بولغ‎ 
(1) 2 
@ 
2) lim f ری‎ = lim _x+3 
x—>l x—1 2+ 1 © 
lim (х-3 
٭ 4 بل ۲ ۲ سر‎ 
lim را + ی‎ 1* +1 2 @ 
х-»1 
@ 
35 л Hm 1 دوق‎ Ї(1, =2 
Х-»1 Ф 


x= 1 مستمرة عند‎ Ё Эр 


1 x > -l 


لنبحث وجود 
لیی. 1- ”7 × من اليمين 


=3 1( +1 


=L‏ داو 


1 


وكذلك 1- < × من الیسار 


الغاية غير موجودة 


x = -1 عبد‎ Š غير هستم‎ Ë хүл 


Зх + 


2 


X 


f (X) =‏ ابحث استمرارية الدالة عند 1- = × . 


(-1,-2) 


1, f ху = Зх + 1 
f 1-3 (-1)-1 
--341--2 


2) lim f) 


Х-»-1 


lim f ex) _- lim (3х-1, 
х» (-1)+ х» (-1)+ 
lim f(x) = lim х? 
Х-»(-1)- Х-»(-1)- 
L, z L, 


Ян |‏ لتکن 3+ تم د f x)‏ ابحث استمرارية الدالة عند 3 = X‏ . 


2 0 7 
2- لتکن — ر ۴ اثبت1 مستمرة في مجالها. 
х2-1‏ 


3 لتکن تير یی م ابحث استمرارية الدالة في مجالها . 


4- لتکن 


2-2 х2 1 
. ۲ --1 ابحث استمرارية الدالة عند‎ f (х) = 
3+1 x< -l 


. × - 2 ابحث استمرارية الدالة عبد‎ Ё(Ху-ЇХ-2| ,К4-5 


1-22 х52 08-6 


1 - x2 x> 2 
ود ری‎ 
ax +3 221 لمكن‎ e 
× مستمرة عند1-‎ f اذا كانت‎ 2 C R جد قيمة‎ f х, = e 
3x2 +1 x > 1 
© 
2x+b xí لتكن‎ -8 © 
f (х) = © 
х2+а x> -1 
© 


جد قيمتي Є R‏ ۵ .9 ذا كانت f‏ مستمرة عند 1-=× وان 7- )2( f‏ 


الفصل )305 


الاشتقاق 

Differentiation 
المشتقة‎ | 3.1 ۱ 
АМАН التفسير الهندسي لمشتقة‎ | 3-2 | 
بعض التطبیقات على المشتقة‎ | 3-3 | 
قواعد الاشتقاق‎ | 3-4 | 
التطبيقاتالهندسية والفيزياوية باستخد ام قواعد المشتقة‎ | 3-5 | 
بعض تطبیقات المشتقة في الاقتصاد‎ | 3-6 | 
النهایات العظمی والصغری‎ | 3-7 | 
التقعر والتحدب ونقاط الانقلاب‎ | 3-8 | 


АНАН رسم‎ | 3-9 | 


| 3-10 | تطبیقات على النهایات العظمی والصغری 


MM 


[3-1] المشتقة 
تعريف (1 - 3) 


يقال للدالة الحقیقیة(5) y= f‏ انها قابلة للاشتقاق عنم الذي ینتمی الی مجال الدالة إذا كانت 
الغایة الاتية موجودة 

Їнэ f (x АХ) f. 
Ax— 0 AX 


وان قيمة الغاية تسمى مشتقة الدالة في تلك النقطة ويرمز لها بالرمز مد او 7 او y‏ 


7 Е im fox Ax Í x : آي ان‎ 
о Ax—0 AX 


سح 01513 f(x) =X?‏ جد f3)‏ باستخدام التعریف . 


$ 


lim AD apa‏ ر 
АХ‏ >— ور 

? . f 3+Ax)- ЁЗ 

13 im P. ня ak. ЭН التطبیق‎ 


AX 


3+۸ = (37 


= lim التعویض‎ @ 
Ax— 0 АХ 
. 9+6çAX) + ۵30-9 
ی‎ ае А ве Ла التبسيط‎ 
Ax— 0 AX e 


6(AX) + (AX) 


= lim 
Ax— 0 AX 
AX (6 + AX 
fG) - lim + ۱ ¿Z kasta 
Х-э АХ 


= lim (6+ Ax) =6+0=6 بالتعويض عن‎ 
Ax— 0 
Ax=0 


إذا كان 1 (ху-х-х-‏ جد (1)2 باستخدام التعریف. 


ЇС2-АХ)-Ё 2) сн 


۶2۱ - lim 


= im (2-АХУ/-(243Х)-1-(4-2-1, ТЭР"! 
Х-э- АХ 
- lim 4+4(AX) + (Ax) + 2+ AX + 1-7 07۳ 
اج‎ АХ ин 
- lim 5(AX) + (AX) 
АХ-» 0 АХ 
_ lim ما‎ AX) عامل مشترك من البسط‎ Ax استخرج‎ 
@ АХ-» 0 АХ 
© 
= lim 5-АХ 
9 Ax— 0 
Ф 7 
e (2) -5-0-5 Ax = 0 بالتعویض عن‎ 
@ 


1 ( 
جد مشتقة 3141 - = f(x)‏ مستخدما التعریف . 


” Ї _ £ 
ہر یم‎ AD ہا‎ L 
(А) Гинэй! 


АХ 
1 1 
0 Х-АХ x 
= lim 
< АХ 
Х-Х-АХ 
= lim X (X + AX ) 
Я -АХ 1 
ху= lm — ~“ - 1 
Ax—= 0. ٤ه‎ x 


جد مشتقة الدالة Х‏ =( مستخدما التعریف. 


5 = القانون fo‏ رتدب ؟ _ 
0 


АХ 


= lim | ухэах-үх التطبيق‎ 
Ax— 0 АХ 
© 
= lim x+ax- yx الضرب في العامل ط0‎ © 
Ах 0 АХ Укссах + (х, قرف لیس‎ © 
© 
5 im, ог со. ЭР” : 
Х-» 
جج اپ‎ 2 
1 بالتعویض عن‎ 


1 
و asa‏ ال 


| ۱3-2 التفسير الهندسي لمشقه الداله 


الشکل )3-1( 
لیکن у-Ёүх)‏ دالة حقيقية » рүхХ,,У,у‏ نقطة معينة على منحني الدالة وکانت Q (X, ,y,)‏ 
نقطة اخری علی المنحني فان : X,=X + AX‏ 

7-7 + Ay 


رس یٹ 
=f үх, +4xX)‏ ۲ھ ٢+‏ 
y fap ЯЛ?‏ 
Ay =f (X -АХ)-Ё (X )‏ 
بالقسمة على ±0 ×۸ Ay 1 (x, +Ax)- f (Ху)‏ 


AX AX 


واذا كانت X,‏ معينة واخذنا۶ s A‏ تھا فشيعا وشرب آی ی my‏ شرب ge‏ 


قيمة معينة نقول عن تلك القيمة غایتها وعلیه سیکون ميل المماس للمنحني في النقطة p‏ 


f (X, +АХ)- f (X) 


Ax— 0 AX 


معادثة المماس لمنحني الداله عند نقطه 


اذا كانت хә‏ = ل دالة ولتکن (ХУ)‏ نقطة على منحني الدالة فان معادلة المستقیم المماس 
لمنحني الدالة у= х)‏ والمار بالنقطة Y.)‏ 5۰) تکون: 


5 مثال‎ 
جد باستخدام التعریف ,2 ثم جد معادلة المماس للمنحني‎ f(x) = 2х2 + 3× + 1 اذا كان‎ 
× =2 عند‎ 
نعوض عن 5-2 لنجد نقطة التماس‎ 
102 - 2027 +32) + 1 - 15 > (2,15) 
? f АХу-Ї 
fap- lim SO Са) القانون‎ 
Ах» АХ 
8 f (2+4x) - fA) 
Ё2,- li агт تطسة‎ 
وی‎ АХ العطبیق‎ 
2 نت‎ 
_ ]im 2 (2+АХу +3 (2 + АХ) + 1-15 БЭР"! 
АХ-» 0 АХ 
sji ہے 0000-0000007100 00ک‎ 
Ax— 0 АХ @ 
۲ © 
11(л 2 (А 
= lim шог @ 
Ax— 0 АХ 
- lim (11 +2 ری‎ > 11+ 0 - 1 ° 
x— 
(2,15) المماس للمنحني عند‎ Да 
Ф 


У-У, = 0 (Х-Х,) > у- 15=11(х-2) 


معادلة الماس 11х-у-7=0‏ > 


]3-3[ بعض التطبیقات على المشتقة 


الازاحة والزمن مقادیر فيزيائية اساسية تستطیع فیاسها . 
نفترض في )29 (Í)‏ ان جسما كان في الموقع fety‏ - 5 
وفي زمن ۸ + ] الجسم يكون في الموقع : 


Лі)‏ + ))/ = دل + و 
S = 101‏ 


As = f(t +At)- f (t) 
بما ان معدل السرعة هو الفرق بین المسافتین مقسوم على الفرق بين الزمنین وعلیه یمکن ان نقول ان‎ 
۸) مقسوما علی‎ AS معدل السرعة تکون‎ 


اسر 


fa+AD- fO‏ عد 


= 4 еа 
At At لسر‎ 


في هذا القانون عندماعم تصغر وتقترب الى الصفر فان معدل السرعة تصبح السرعة الآنية للجسم في 
تلك اللحظة . ونرمز لها بالرمز ( 1 ) ۷ 
اي ان : т (7 Та)‏ = 
At‏ 820 
لکن المعادلة الاخيرة هي نفس تعریف المشتقة. 


م _ ds‏ 
dt‏ 
وبما ان التعجیل یمثل معدل السرعة بالنسبة للزمن فان مشتقة السرعة الانية یکون تعجیل الجسم ((]2)1) 


= lim v 22:54:02) 


0 At 


بد 254 3 + 12 2 - را۴ تمثل حركة جسم في اي لحظة بالامتار جد موقع الجسم وسرعته 


بعد 2 ثانية من بدأ الحركة. 


f(t) =2 + 3 < 


f 2( =2 ر2‎ +3 


- 8 + 3= 11 موقع اجسم متر‎ 
? f ct+4t) -fct 
fct) = lim Mia لشفا‎ эн. 7 
At—> 0 At 
. f (2+4t) - 62) 
= lim — — د‎ 
At— 0 At 
2 کے‎ 
- lim 2 2+۸۲ + 3 - 1 
2 _ 
- lim 8 + SAt +27400 - 8 
: At (8 + ۲ 
= dims SONN =8 + 2 )0( =8 متر / ثا‎ 
At بعد 2 ثانية‎ АР р 
تھا لتکن 31- ۲ جد التعجیل بعد 2 ثانية.‎ 
У(2-АГ)-у(2 
202-۷ (2) = lim س‎ © 
At— 0 At 
© 
2 2 
- Jim, З ہے )2( 3- راد+2‎ © 
ва At 
@ 
2_ 
- lim 12 + 12 (лё) + 3 (лу? – 2 e 
At— 0 At 
© 


At 12 + 3 (Аё) 


»,2 2 5 ۰ 
26 التعجیل 02 - سس іт‏ = ر22 . 


| ات 


2 جد المشتقة بطريقة التعریف لكل مما يأتي : 


fx- 2 a 
و کے كر‎ 


= JX +1 (b 


3- اذا كانت 4- f(X) =× -3x‏ جد fœ‏ مستخدما التعريف ثم جد معادلة المماس 
لمنحني الدالة عند 1 = × 

4- جسم يتحرك وفق العلاقة حيث f‏ الازاحة بالامتار معطاة بالعلاقة 1 + 26+ 7= Б‏ 
جد سرعة الجسم بعد 3 ثواني من بدأ الحركة. 


5 اذا كانت السرعة معطاة بالعلاقة 1 + ] + = ۷م/ثا. جد التعجیل عند 1-1 ثانية . 


3-4 قواعد الاشتقاق 


القاعده الاو لی : 
الدالة الثابتة تکون دائما قابلة للاشتقاق وان مشتقتها صفرا 
اي اذا كانت © = y=f(x)‏ دالة ابتة 8 © © 


فان 


а)/(х)-3-» /(х)-0 о) 8 Ju, ) 
b)fG) = М5 = fG)= 0 
000-34 = f(x) = 0 


القاعدة 443201 : 


Р(х) = x" اذا كانت‎ 


d , نب‎ 
— (х) = nx : فان‎ 


dx 


: جد مشتقة الدوال الآکیة‎ ۶ ٦٢ 


a) (= × = f(x) = 5 


22 مرو »- دن 
8 5 
° رد оўо) = = f (x)=‏ 
@ 

_1 7 1 -3 Е 

ғо) - ہےر = ند‎ = 5 Ф 
2x? e 
Ф 


e)g(t) = Yt = g(t) = t° = é(t) = 21° = 2. 


القاعده التالتة : 
مشتقة مقدار ثابت مضروب فى دالة قابلة للاشتقاق تساوي الثابت فى مشتقة تلك الدالة . 


ГОО = св(х) = f(x) = с (3), АА» зас © حيث ان‎ 


a) f(x) =3x° > f x) = 3 (2х) = 6x مثال 10 سا‎ ) 
b)f(x) = گ5‎ = f(x) = 5 (4x) - 20 


القاعدة الرابعة : 
شتقة مجموع (طرح) عدد منتهي من الدوال القابلة للاشتقاق تساوي مجموع (طرح) مشتقات 
تلك الدوال اذا كان Р(х) = g(x)+ h(x)‏ 
فأن f) = (х) + (х)‏ 


د 11 سم( $7 (x) = Зх” +7x => f(x) = 15x‏ [(ه 


Буа) "کی‎ 


TORET -fx + جد و‎ f(x) = x - 47 


القاعدة الخامسه : 
مشتقة حاصل ضرب دالتین قابلتین للاشتقاق يساوي 


الدالة الاولی × مشتقة الدالة الغانية + الدالة الثانية × مشتقة الدالة الاولی 


Р(х) = gaxha) اذا کانت‎ 
Ух) = вО) АО) + АО) ) op 


a)fG) = (x° - х? + D(5x° - Зх) مثال 12 حدم‎ ) 


f(x) = G - × + D(30x° - 3) + (S - 3x)(4x – 2x) 
)ررم‎ = Jx (x+6)= f(x)=x2(x+6) 


eru өө × 4 
e ون‎ + зк? 
2 


3 3 
2 x 


القاعدة السادسه : 
مشتقة قسمة دالتين قابلتن للاشتقاق يساوي 
دالة القام х‏ مشتقة دالة البسط - دالة البسط X‏ مشتقة دالة القام 


مربع دالة القام 


اذا کان 0 = А(х)‏ وان 


ший N‏ رو 
н‏ ات E wai;‏ 


القاعدة السابعة : 
مشتقة دالة مرفوعة الى أس حقيقي حث 
اذا كانت الدالة (×) ۸ قابلة للاشتقاق فان الدالة f (X)‏ تكون قابلة للاشتقاق حي 


f (x)= ]۸)×(۳ 
f(x) =n pa -h (x) 


= في کل مما يأتي‎ ГО) ان جد‎ 
ауу (x) = (x +x +x+1) 
(х) = 5)x +× өх») (зх +2x+1) 


مشتقة داخل القوس 1 +2 - تلد = БУ (х)‏ 


Р(х) - (х2 - 2+ 1) 
f (x) = 2(6 - 2x+ 1)? (2x— 2) 
4 -1 
f (x)= Ы ) 
х - 2+ 1 
9/0)-(25| ۽‎ Xel عند نقطة‎ f (x) جد‎ 
Ах) = Ч: о+ 00-090) 
07 (х+1) 
1 `V ial 
۶-4] 5] (тат) 
1 1 
با عاد رار‎ 


ملاحظة 


لتکن y= f(x)‏ دالة مشتقتها )7 ویطلق علیها المشتقة الاولی للدالة f (x)‏ وهي А‏ 


لنفس المتغیر × وعلیه فان المشتقة الثانية هي مشتقة المشتقة الاولی ویرمز f (x)‏ 


بعت اذا كانت 3 + ×5 + × در جد رز 


вл 


ہے 16 اذا كانت 


$ 


а?у y 1 
а? 


7 


м y= хк 5% +3 
у у = 4х? + 15x° 
у = 122 + 30× 


4 


FOI), f(x), f(x) جد‎ f(x)= 20 4445 


Р(х) = 2x + 4+ 3x 


Дх) - 62 - تيرق‎ = f (x)= 6x - 

7 7 6 

f(x)= 12x + 7 = f (x)= 12x + — 
x 


3 


7 Fr) = OE کے‎ = -12-6 = -18 


= 


1- جد باستخدام القواعد مشتقة کل من الدوال التالية عند العدد المؤشر ازائها : 


a)f(x)=x تير4-‎ +x-1 ,х-1 
)ده‎ (4-х) (3) x-2 
Пан 
۔()7(ہ‎ 5—5 ,х-0 
өл (к) = + 7 


MM НЕ 


]3-5[ التطبیقات الهندسية والفيزياوية للمشتقة 


) مثال17 جد معادلة المماس لمنحني На) =x 5+ 2 ММ‏ عند „Х=1‏ 


1(1)-1-542--2 )1,- النقطة ر2‎ . L 


f(x)=2x-5= f(1)=2(1)-5=-3 дааа 
Шог” ул = m(x- x1) 
y+2=-3(x-1) 


у+2=-3х+3 = у+3х-1=0 معادلة الماس‎ 


عات جد معادلة المماس لمنحني الدالة f(x)= 4х+3‏ عند 2-5 . 


а. 2 
y fansa < foo رل *ر3+عط‎ L 


نعوض في المعادلة الاصلية 5 حر 


fla) 1 ميل المماس عند اية نقطة‎ 
3(х-3) 7 
цн. 4 کے‎ ЕЕ 3 p 
3 روبق‎ 3х83 12 ° 
8 
у-у, = т(х-х,) £ Ф 
] m= f (5) حیث ان‎ 
 - 2 - )جر‎ - 5( 120-24 - - 5 3 


= [20 - معادلة الماس 0= 19 - پر‎ Ч 


2x +] 


— جد معادلة المماس والعمود على المماس للمنحني y=‏ عندما 1-۵ 
X Е‏ — 
= تھ _ كارت وعد са‏ 
3-х‏ 
14 
*: النقطة )2,5( 0006 
x)‏ -3( 3-3( : 
ميل المماس 7 4 
= 7- = )2 
m‏ |3-2( ) 1 


у= ۲1 = т(х- xı) 


у-5= 7 (х-2) جد‎ у-5-=7х- 14 ك‎ у-7х-9-0  سامملا معادلة‎ 


1 
عير (ميل العمود يساوي مقلوب ميل الماس بعکس الاشارق) 


y-yı=m(x-xı) 


=y; 1‏ 
معادلة العمود 0= 37 -ع + وہ ج 2 + - - 20-35 ج (2-م) - 5 -ر 


a 


ات جد معادلة المماس للمنحني 1 + y= X?‏ عند نقطة تقاطعه مع محور الصادات 


۲ - 0 + 1-1 
(0,1) النقطة هی‎ 
у= +1 l 
y=2x=2(0)=0 =m ميل المماس للمنحني‎ 
y-yi=m[x— xa) 
۲-1-0 6-0 
۷-1-0 المماس‎ МАХ -“: 


e‏ 21 جد نقطة تنتمي الى المنحني 5 + ر4 - ”× = Р(х)‏ والتي عندها المماس يوازي 
المستقیم الذي معادلته 0 - 3 + ×2 + ل 


ميل المماس 2- - ميل المستقیم المعلوم ‏ لانهما متوازیان 


` f(x)= 20-4 Ф 
„ 2x-4 = -2 ج 2 = 2% ج‎ х=] © 
۲ نعوض في المعادلة الاصليه لاستخراج قيمة‎ 9 
+(12-4)1دبر‎ 5 © 
@ 

y= 2 
@ 


۰ النقطة ,1,2( 


a 


د اذا كانت الدالة f(x)= x? +ax+b‏ و کان ميل المماس للمنحني عند А дАХ--1‏ 
وكان المنحني يمر بالنقطة (3,2-) جد قيمة 2 , 8 الحقيقيتين . 
f(x) = х? + ax +‏ 
f (x)= 2х+а ,Кху-4 L‏ 
4=2(-1)+a=a=6‏ 


نعوض )2 ,3 ) بالدالة الاصلية +6(-3)+b‏ (3-) = 2 
 -1‏ << + 2-9-18 


s(t) جسم يتحرك علی‌خط مستقیم وفق العلاقة 1 +4۶ + 32 + 1= (5)4 حیث‎ ша, 


تقاس بالامتار والزمن بالدقائق جد موضعه وسرعته وتعجیله بعد )5( دقائق من بدأ حر 425 : 


التعویض 1-)4(5- )57-3(5-)5(5 
4۶ : التبسیط )8(5 
۱ 


= [25 +75 + 20+ = 221 > 


الاشتقاق الاول 4+ v(t)= S (1) = 3 + 6t‏ 
السرعة مادقيقة 109 -4 +30 + 75 = 4 + 65 + (3)5 - (5)م 
الاشتقاق الغاني 6-6 = s(t)‏ = را“ a(t)‏ 


а(5)= 6(5)+6=36 ماردقیقق*‎  ليجعتلا‎ 


)0 يتحرك جسم على خط مستقيم وفق العلاقة 120 + 201 - 17 = )1( حیث يقاس البعد 
بالکیلو مترات والزمن بالساعة. احسب : 


1[ السرعة بعد خمس ساعات . 2) بعده عندما تصبح سرعته صفرا. 


50-1 -201+ 120 5 


Dv (2) -4(1) 2 20 
у(5)=2х5-20=-10  ةعاس/مك‎ (ед) 
2)21-20=0=1 = 10 ساعة‎ 
s(10)=10° - 20(10)+ 0 


البُعد کم 20 =100-200+120= E‏ 


ا يتحرك جسم على خط مستقيم وحسب العلاقة 42:1-1-)((5 او جد الزمن 


„ıd 2‏ 
الذي یستغرقه حتى تصبح سرعته мөрд‏ 


= رفع اجذر = الاس / دلیل اجذر )+22( = s(r)‏ 


لاشتقاق رمد ررد djero-‏ 


2 


1 ЭР, 


ثانية 1-4--2-1-9 


8(1| = 961 - 167 قذف جسم نح الا ! الارض بأزاحة معطاة وفق العلاقة‎ ВОС 
جسم نحو عن رض فق‎ 0 
: بالثواني . احسب‎ ٤٤ الازاحة بالامتار‎ shr) حيث ان‎ 


(t) = 96 - 7 F L 


s(t)= 
v(t)= s (z) = 96 - 32t 
5(2)-96-32х2-32 úa ال ا بعد 2 ثانیة‎ 


2( عندما تصبح سرعته = صفر 


у(1)-96-32: ,vct)=0 
0 = 96 — 321 


ثانية ون 6ے وو بروۃ 
32 


20 حیث )1( بالامتار»]‎ s(t) =٤ - 61 + 181 + 12 اذا تحرك الجسم وفق العلاقه‎ а) 


بالنانية › احسب بعد الجسم عن نقطة بداية الحر كه وسرعته عندما یصبح تعجیله صفرا . 


© 


s(t)=t -6t + 181+ 12 
v(t)= 5 (0) = 3⁄2 - 120+ 8 
۷ (2) = 6t - 12 


ثانية 2 کد ۲ ج 0= 6-12 
s)2( = 2 - 6)2( -18(2)-12‏ 
بعد الجسم عن نقطة بداية الحركة معر 32 = 12+ 36 + 24 - 8 - 
v)2(= 3)2( -12(2)-18‏ 


- 12- 24+ 18 - 6 Úl зл السرعة‎ 


]3-6[ بعض تطبیقات المشتقة في الاقتصاد 


في الاقتصاد یمکن اعتبار كمية ما كدالة لمتغیرمستقل واحد يمثل 3545 اقتصادية فمثلا دالة التکلفة 
الكلية (total cost function‏ وسنرمز لها c(x)‏ » وهي داله لمتغیر X‏ یمثل حجم الانتاج . ویطلق 
على С(х)‏ داله الكلفة الحدية وسنرمز لها MC‏ اما معدل الکلفة سنرمز لها AC‏ وتساوي с(х)‏ 


اما معدل الکلفه الحدية فهي d (AC)‏ 
dx ١‏ 


مثال 28 لنفرض ان دالة الكلفة الكلية لانتاج سلعة ما 1200 +60 - c(x)= Зх?‏ جد : 
(ау 1‏ دالة الكلفة الحدية. 
(у‏ دالة معدل الكلفة . 
(C)‏ دالة معدل الكلفة الحدية . 
(d‏ حجم الانتاج الذي يعطي اقل معدل كلفة والكلفة الكلية. 


a)MC= с(х) = 6۲ - 0 دالة 344501 الحدية‎ 
2 
سي‎ Š £] _ Зл? -60x + 1200 
Х Х 
- 3 - دالة معدل )34150 1200 0م‎ 


دالة معدل الكلفة ад»‏ 1200 _ و 


2 


=) 
+ سس‎ 
х 


а а 
-(АС)--- — 
c)— (AC) 3 60 


لایجاد حجم الانتاج الذي يعطي اقل معدل كلفة نجعل المشتقة الاولی AC‏ صفرا 


1200 
s 


2 
4 


= 0 = 3x° - 1200 = 0 = x = 0 


a 


,3450 الكلية 
с(20)- 3)20( - 60 )20(+ 1200 = 1200‏ 


Ç ёо: 


1- جد معادلة مماس المنحني 5 +92 + تيرق - × = x=0 ае р(х)‏ 


2 جد معادلة كل من المماس والعمود على المماس للمنحني y=[x-3)‏ عند х=2‏ 


3 
х= -[ عند‎ flx)= × - 22+ 7 ss ات سس‎ 
X + 7 


4 - جد النقط على المنحني 4 + 9 - 3:2 - × = Р(х)‏ بحيث یکون عندها المماس موازياً لمحور 


السينات . 


5- جد نقطة على المنحني 5 + ×4 - ”× = f (x)‏ عندما يكون مماس المنحني يوازي المستقيم 
2х – у= 0‏ 


6- جسم یتحرك على خط مستقیم بحيث ان بعده بالامتار والزمن بالئواني معطی بالعلاقة 
s (t) = V 202 + 8‏ احسب بعده عندما تصبح السرعةمتر | ٹا . 
7 اذاتحرك جسم وفق العلاقه 7 + 91 + 647 - 17 = Sht)‏ حيث اذى بعده‌بالامتار»/الزمن‌بالئوانياحسب 
(а‏ بعد الجسم من نقطة بدایه الحركة عندما تصبح سرعته صفراً . 
(b‏ بعد الجسم من نقطة بدایه ЭРЧ‏ عندما یصبح التعجیل صفراً . 
8 لنفرض ان الکلفه الکلیه لصنع × من وحدات سلعة ماهي + c(x)= 1500+ 30x‏ 
جد الکلفه الحدیه عندما یکون عدد الوحدات المصنوعة 50. @ 


1 
9- لتکن دالة الکلفه الکلیه 5 +27 - = с(х)=‏ جد دالة الكلفة الحدية , دالة معدل الكلفة الكلية. © 
© 


371 ] النهایات العظمی و الصغری 


غالبا مانصادف فى حیاتنا العملية مسائل یستوجب انجازها ایجاد النهايات العظمی أوالنهايات الصغری 


وكذلك یمکن استخدامها في رسم مخطط بعض الدوال š‏ 


تعریف )3-2( 


لتکن Р(х)‏ دالة معرفة على فترة .عندئذ 

1- يقال ان الداله f (x)‏ متزايدة (Increasing)‏ على الفترة لاي عددین X,‏ و X,‏ في الفترة 
N x, = f (x) < f (Х,)‏ 7 

2- يقال ان الداله f (x)‏ متداقصة (Decreasing)‏ على الفترة لاي عددين ,× X,‏ فى الفترة 


ا جح بل > У х‏ 


T ۱ y 
Increasing Decreasing 


| 
۱ 
J ),( | | رد‎ e 


x < x, = f (x) > f ری‎ 


x < x, = f (x) >f e) © 


تعریف )3-3( 


| لتکن f‏ دالة » ,× عنصر في مجالها فأن النقطة СО 7۲ (ха, /(ха))‏ 
أن الدالة f‏ غير قابله للاشتقاق عند × . 


الا آننا سوف ندرس النقاط الحرجة التی تکون عندها الدالة قابلة للاشتقاق وقيمة المشتقة عندها 


تساوي صفرا . 


) مثال29 جد النقاط الحرجة للدالة ‏ 6 +3 - Р(х) = х‏ 


< 


اشتقاق ڑے  f(x)= ЗЕ‏ 
جعل الشتقة = صفرا 0- () 7 
حل العادلة 3х - 3 < 0 >< × -1-0 =x -1- x=+1‏ 
ایجاد النقط )1,4( 1(1)-Г-3(1)-6-4-‏ 


6 +(-)3- (-) = )1-(7 
)1,8-( = 8 = 6 +3 + [- = 
النقاط احرجة )1,8),(1,4-( 


لایجاد النقاط الحرجة لدالة معلومة 


1- نجد f(x)‏ 
2- نجد قیم × التي تجعل /(х)-0‏ إن امکن 
3- لكل قيمة للمتغیر × حصلنا علیها من (2) نجد f (x)‏ = از وبذلك نحصل على النقاط الحرجة . 


а 


280 0 لكل من الدوال الاتية جد ان وجدت النقاط الحرجة ومناطق التزاید ومناطق التناقص 


Р(х) = х2-4х+3 1 


flx) 2x-4 Да) و‎ 
- 0 نجعل‎ 


a 
.. 22 - 4 < 0 پر ج‎ =2 
y نجد احدائیها الصادي‎ 
/)2( - у= 22-4)2(+ 3 درج‎ -1 
النقطة (1-,2) هي نقطة حرجة‎ .٠. 
وذلك بالاستعانه بخط الاعداد الحقيقيه بالطريقة‎ f (x) АМ ولايجاد مناطق التزايد أو التداقص نعين‎ 
: الاتیة‎ 
التي عندها نقط > >¿ وعندها ينقسم خط الاعداد الى‎ (X) نرسم خط الاعداد ونعين عليه قيم‎ 
مجموعات.‎ 
في تلك المجموعة‎ fx) فنحصل على اشارة‎ fx) ثم نختار عنصر من كل مجموعة ونعوضه في‎ 
۶ )3( اكبر من (2) لیکن 3 = × ونلاحظ ان اشارة‎ зас التي اخترنا فيها العنصر . وفي هذا المثال ناخذ‎ 
لكل2 < × ء .. الدالة متزايدة في هذه المجموعة.‎ f(x) < 0 موجبة فتكون‎ 
f(x)<0 سالبة اي ان‎  )1( ونختار عددا اصغر من (2) لیکن 1-٭ نلاحظ اشارة‎ 
لكل 0 > × . . الدالة متناقصة في هذه المجموعة.‎ 


/ 2. х«2 2 x> 2 : sirot 
لاحظ الشکل : دار زمار‎ 


kus. ДЭР” ин fx: + ER ;x < 21 الدالة متزايدة في‎ (1 


{x : ЄВ الدالة مساقصة ی‎ )2 
Ї(х)-х"-3х-2 2 


1(х)-0 نجعل‎ 
3× -3 =0— x = 1= x= 1 
f(1)=1' -3(1)+2=0 
f(-1)=(-D'-3(-1)+2 

4 = 2 +3 +[ دع 


َك النقاط الحرجة (1,4(,)1,0-) 


نرسم خط الاعداد ونعين عليه х--1,Х-1‏ 


х«-1 - 1] X>] 
+++ +++ ++ ساب بح‎ 1 LHL 
ايد )قحب ايد‎ f (x) اشارة‎ 
Dix:x€R,x>1l الدالة متزايدة في‎ 


2)Íx : 1 CR-,x < -1} 


الدالة متناقصة في الفترة المفتوحة )1,1-( 


=(2-x) =0=2-x=0= x=2 


1(2)-(2-2) -0 


نلاحظ الدالة متناقصة في 


7( ER ;x >2} 
2){x:x ER ;x <2} 


ایجاد النهایات العظمی أو الصغری 

1( نجد النقطة الحرجة ان وجدت كما مربنا UL,‏ [ اذا كانت الدالة لا تمتلك نقطة حرجة فليس لها نقاط 
نهایات عظمی محلية او نقاط نهایات صغری محلية ] . 

2( نعین مناطق تزاید الدالة ومناطق تداقصها ان وجدت . 

3 اذا كانت الدالة متزايدة [ اي اشارة المشتقة للدالة موجبة] قبل النقطة الحرجة ومتناقصة بعدهاء [اي 
اشارة المشتقة الاولی للداله سالبة بعد النقطة الحرجة] فالنقطة الحرجة عندئذ هي نقطة نهاية عظمی 

4) اذا كانت الدالة متناقصة [ اي اشارة المشتقة الاولی للدالة السالبة ] قبل النقطة الحرجة ومتزايدة بعدها 
[ اي اشارة المشتقة الاولی للدالة موجبة بعد النقطة الحرجة ] فالنقطة الحرجة عندئذ هي نقطة نهاية 
صغری محلية . 

5) اذا لم يحدث تغير في اشارة Р(х)‏ مرورا بالنقطة الحرجة عندئذ الدالة لا تمتلك نقطة نهاية عظمى 
محلية او نقطة نهاية صغرى محلية . وتكون النقطة حرجة فقط . 


ЗІ Ju,‏ اذا کان 7+ ×9 - ”×3 - × = (х)‏ ر جد نقاط النهايات العظمى والصغرى ان وجدت 


۶ )( - 3⁄2 - 6-9 9 


и 


Р(х)= 0 نجعل‎ 
3x -6x-9=0 =x - پر2‎ - 3 = 0 
-(х-3х-1)-0 
X= 3,X = -[ 
£ )3(=3 -3)3( -9(3)+7 
= 27-27 - 27 +7 = -0 
فک و ند ون‎ 
= -1-3+9+7=12 
(3,-20),(-1,12) ¿> > نقاط‎ 


1 


ہہ 3 3 >2 > [- 


Faja‏ ہج 


الدالة متزايدة في }3 > D{x:xER;,x‏ 
2)|х : ER;X < -1}‏ 
ومتناقصة في الفترة المفتوحة )1,3-( 


.~ نقطة نهاية صغری (20-,3) 
.~ نقطة نهاية عظمی (1,12-) 


رک о)‏ 7+ 2-22 -()يم جد نقاط النهایات العظمی والصغری ان وجدت. 


f (x)= 4 -4x = 


705) -0 

4x -4х-0-»-х7/-х-0 

> x(x -1)=0=x(x-1)(x+1)=0 
x=0,x=1,x=-]l 

f(0)=0°-2(0) -1-1 

f(1)= г -2(1) -1-0 
)-1(-)-( -21-1/ -1-0 


pix: x ER; „x> 1} الدالة متزايدة في‎ 

وفي الفترة المفتوحة )1,0-()2 

الدالة متناقصة في Dix:x€R;x< a‏ 

وفي الفترة المفتوحة )2)(0,1 
٠“‏ النقطتان )1,0( )1,0-( نهاية صغری محلية 
)0,1( نهاية عظمی محلية 


ۓ لتکن f(x)= x (-4 + x)‏ جد نقاط النهایات العظمی والصغری ان وجدت. 


f (a) 

۶ (x)= -12x + 4х 
f(a) = 42:)-3 + x) 
f(x)= 0 نجعل‎ 
4x” )-3 + x)= 0 


4x” =0 = x= 0 

-3 + × = 0 ج‎ x= 3 

نعوض في المعادلة الاصلية f(0)=0'(-4+0)=0‏ 

نقطة = )00( تھے تب 3ے [3از 
نقطة حرجة )27-,3( 


рада‏ — کر Е‏ تم 


© 
I . ЭЭР" Ф‏ 
الدالة متزايدة في }3 х:хЄК;х>‏ 
@ الدالة متناقصة في D{x:xER;x <O}‏ 
6 وفي الفترة المفتوحة )2)(0,3 
Ф‏ 


النقطة (27-,3) نهاي صغری محلية 
النقطة )0,0( نقطة حرجة ولیست نهاية 


الدالة لاتمتلك نهاية عذ 
= 


на) 


اذا كانت 5 + به + ”× = р(х)‏ لها نقطة نهاية محلية عند 1 = x‏ جد قيمة (а)‏ وبين نوع النهاية. 


21:52: = 


#1)=0 = 301( +а=0=а= -3 


لمعرفة نوع النهاية 3-0 - ترق ج 3 - 3 = х)‏ 
x=+1‏ ج[ = д‏ = 
٠‏ النقطة الحرجة )1,3( 3= 5+)3(1- fU)=r‏ 
5 اد( 
النقطة الحرجة )1,7-( 7 Tp‏ = 
х<-1 | -Ї«х«1 1 х»‏ 
Цуүры‏ ےت س۰ وڈ خ6 
نز ابر ;30« ху‏ 
الدالة متزايدة في }1> :6 :۱( 


2x :xER,x <-1}‏ 
الدالة متناقصة في الفترة المفتوحة (1,1-) 
Ç.‏ النقطة (1,7-) نهاية عظمى محلية 


النقطة (1,3) نهاية صغری محلية 


رف 35 
اذا كانت f (x) = ax? + bx‏ و کانت f (x)‏ تمتلك نهاية محلية عند النقطة (2-,1) فما قيمة کل 
من ар ER‏ ومانوع هذه النهاية ؟ 


f (x) = ax? + bx < 
Е f(x) نعوضها في‎ xl 
f النقطة (2-,1) تحقق معادلة الدالة(×)‎ 


f(x)= ax'+bx= -2=a( 1) +b(1) 


СН 
D نعوض باحدی المعادلتین ولتکن‎ 


f(x) تصبح الدالة‎ 
Ї(х)- х"-3х 
f(x)=3x -3 > f(x)=0 = х = + 1 
ا‎ ИИА سس‎ f (x) اشارة‎ 


الدالة متزايدة في x ER; x < I}‏ : را وفي (1- > , R‏ 2 : ) 
الدالة متناقصة في {xix € R. 1<x > J)‏ 
. النقطة (2- , 7) نهاية صغرى محلية 


a 


ыг оог س ا‎ лын 


1 جد نقاط النهایات العظمی أو الصغری المحلية لكل من الدوال الاتية : 


2 اذا علمت ان النقطة )2,1( هي نقطة النهاية الصغری المحلية للدالة .f(x)= a+(x-b)‏ 


فجد قيمة كل من a,b E R‏ . 


3- اذا كانت النقطة (1,4) نقطة حرجة للدالة ER 5.35027 (х) = 3+ ۵+ bx?‏ 2,5 وما نوع 
النقطة الحرجة ؟ 


]3-8[ التقعر والتحدب ونقاط الانقلاب 


نقطة الانقلاب :- هی نقطة تنتمی لمنحنی الدالة ویتغیر عندها المنحنی من حالة تحدب الى حالة تقعر 
أو من حالة تقعر الى حالة تحدب. 
لمعر فة مناطق التحدب والتقعر 


تعریف )3-4( 

اذا كانت y = f(x)‏ دالة قابلة للاشتقاق حتی المشتقة الثانية فان : 

1 یکون منحني الدالة f (x)‏ محدبا في فترة مفتوحة اذا كانت 0 > f(x)‏ 

2 یکون منحني الدالة f (x)‏ مقعراً في فترة مفتوحة اذا كانت 0 f [x)>‏ 

(З‏ کل نقطة انقلاب تکون المشتقة الثانية عندها تساوي صفر أو غير معرفة. 
الا اننا سوف ندرس نقطة الانقلاب التي تكون عندها المشتقة الثانية صفر . 


ولایجاد مناطق التقعر آو التحدب ونقطة الانقلاب نتبع الخطوات 
1 نجد Р(х)‏ 
لا یسر =) f(x‏ ونجد قيم × التي تنتمي لمجال الدالة . 
© 3) نحدد اشارة | f(x‏ باستخدام خط الاعداد الحقیقیة . 


4( تکون النقط التی تنتمی لمنحنی الدالة والفاصلة بين مناطق التقعر والتحدب هى نقاط الانقلاب . 


رت جد نقاط الانقلاب للدالة 2 + 4 - ”× = Р(х)‏ ان وجدت. 
x)= x -4х-42 <‏ 


لا توجد نقاط انقلاب لان المنحني مقعر في R‏ 


Р(х) = ×” - 3× +2 ¿j ша‏ جد نقطة الانقلاب. 


(0,2) 


w وه‎ 


لكل من الدوال الاتبة عين ان وجدت نقاط الانقلاب ومناطق التقعر والتحدب : 


Df(x)= 2x? - 4+ 5 
2)/(x)= رھ‎ - x° 
3)f(x)= x° - 3x° 


4) f (x) = x° 


7([ ۱ 2 رت‎ a 3x+1 


| 3-9] رسم الدوال 
لكي نرسم اي دالة نتبع الخطوات التالية : 


1( نجد نقاط التقاطع مع المحورین ان امکن . 

2) نعين مناطق التزاید والتناقص ومنها نحدد نوع النقط الحرجة. 
3( نعين مناطق التقعر والتحدب ومنها نقط الانقلاب . 

4( نجد نقط اضافية اذا احتجنا اليها. 


دنت ارسم منحني الدالة 3+ Р(х) = х + 4x‏ 


Ї(х)-х + +3 <> 


d‏ التقاطع مع المحورین 
نعطي 0 х=‏ ( تقاطع مع محور الصادات) . 
f(0)=0 +4)0(+ 3-3‏ 
نقطة التقاطع )0,3( مع محور الصادات 
نعطي 0 = Р(х)‏ «تقاطع مع محور السینات) . 


лох -4х-3-0 
(х-3)х-1)-0 
× = -3,× = -[ 
. نقاط التقاطع )1,0-()3,0-( مع محور السینات‎ 
f(x) = 2х+4 


-4 
цацаж ан ийг ийн 


f(-2)=(-2) «4(-2)-3-4-8-3--1 
(2-0) минь 


с=с 
x 


منطقة التزايد ESER‏ 
منطقة التناقص RST‏ 


? مثال39 ارسم منحني الدالة f(x) = x` — 3x‏ 


© 


8 

Ї(х)-х"-3х تا‎ aB 
۶)0(- 0 -3)0( :-0 ی‎ ® 
(0,0) نقطة التقاطع‎ ~ ө 

f(x)= 0 نعطي‎ © 

© 


х? - 3x - 0 او 0= × =3)=0- )× ج‎ х= ول‎ 


(0,0) 43,01-43,0| نقاط التقاطع‎ ٠ Е 


2( نجد النهایات العظمی والصغری 
f(x)=3⁄ - 3‏ 
نجعل 0-)4(/ 
3х -3=0=х= +1‏ 
نقطة > ¿i‏ )2-,1(= 2--)1(1--)1-3(1-)1(/ 
نقطة حرجة (2,-) = 2 f(-1)=‏ =)1-(3- (1-)-(-)1 


2 الدالة متزايدة في П|х:хЄВх»!)‏ 
2)Íx : ۲ > <}‏ 
الدالة متداقصة في الفترة المفتوحن(1,1-) 


النقطة (2-:1) نهاية صغری محلية 
النقطة )1,2-( نهاية عظمی محلية 
3 نجد نقاط الانقلاب سط 


_ ۲ > 0 _ 0 x <0 ۳ 
حي‎  /()uu 
(хохЄВ х»0) مناطق التقعر‎ 


(хохЄВ,х«0| indii مقاطق‎ 


f(x)=(x+ 1) - 1 مثال40 ارسم منحني الدالة‎ з 


$ 


f(x)=(x+1) -1 


d‏ نقاط التقاطع 
نعطي х=0‏ 1-0- )0-1(-)1(0 
نقطة التقاطع )0,0( 
نعطي 0 - (заЛГ-Тай- (хий е0 Р(х)‏ 


© 2 نجد نقاط النهایات 


3(х 1| -0=х= -1 © 
(еы) ел e 
ا ف‎ S 
@ 
x<-1 ر_‎ х»-/ ) 
тагш со f(x) الدالة متزايدة في مجالها اشارة‎ @ 
تابر زابر‎ 


a 


3( نجد نقاط الانقلاب f(x)=6(x+1)‏ 


(-14| арг 
ха-1 ۳ х> -1 
سے ديك 2 کے‎ +++++++ 7 тэ 
ту эд са 
[x:x€R;x>-1 жа. 
منطقة التحدب‎ 


Їх :xER;x< -1} 


نقطة انقلاب (1-,1-) 


للا سح 


بالاستعانة بالتفاضل ارسم منحنی الدوال التالية : 


Df(x)= 4 - ر6‎ - x 
2)Ї(х)-3х-х” 
3) (х) = (х-1) 


لا ضرورة لایجاد التقاطع مع محور السینات 1+ (х) = х 2r‏ )4 


]3-10[ تطبیقات على النهایات العظمی والصغری 


ان للریاضیات دورا مهما في الحياة العملية فکثیرا ما تصادفنا مشکلات نحتاج فیها اکبر قيمة اواصغر 
قيمة لدالة ما с‏ مثل معرفة اکبر مساحة او اقل زمن او اقل تکالیف تحت شروط معينة لحل هذه المسائل. 


ملا حظات حول حل هذه المسائل 

1- في الاسئلة الهندسية ‏ نرسم شکلا توضیحیا ثم نعين الرموز الجبرية لتلك المتغيرات . 

2- نکتب القانون المتعلق بالسؤال واذا كانت المتغیرات اکثر من واحد عندئذ نلجأ الى ایجاد АВАР‏ بين 
هذه المتغیرات . 

3- نجد النقاط الحرجة بایجاد f (x)‏ ثم نجعل 0 = Р(х)‏ ونفحص المشتقة كل ما امکن ذلك. 


تت 41 جد عددين مجموعهما يساوي 20 اذا كان : 


(а‏ حاصل ضربهما اكبر مايمكن. 
(b‏ مجموع مر بعيهما اصغر مايمكن . 


$ 


2) نفرض العدد الاول = × 


Y= العدد الثاني‎ 
” m = xy حاصل ضرب‎ 
сэргэлт D 
9 
š x+y = 20 = y=20-x ТТБ (2 
т = x(20 - x)= m = 20x- × )1( في‎ Q نعوض‎ 
e m = 20 - ر2‎ 
© m = 0 نجعل‎ 
9 


2 
20-2: - 0 بح‎ = 2-0 
у= 20-10 = 0 


وللتأكد من صحة الحل ندرس 0+89" 


+++++++++ 


МИНЖ” لب‎ m اشارة‎ 


Р” ین‎ Ээ 


h = x° +y 

h = x° +(20- x) 

h = x° + 400 - 40x + x° 

=> h = 2x° — 40x + 400 

h = 4x— 40 = ر4‎ - 40 = 0 
=х- 10 العدد الاول‎ 


العدد اللاي y=20-J0=10‏ 


ГА 
| +++++++++ Í اشارة‎ 


رن جد ابعاد اکبر مستطیل محيطة 40 متر . 


@ 

$. 

9 نفرض ان طول المستطيل - 

” عرض المستطيل = 
бос"‏ 01 "' 
9 


محیط المستطیل = «الطول + العرض) 2 


2(x+y)= 40 = x+y=20 

=> у= 20— x 

ope‏ في ) x[20 — x)‏ = ہیں 
m = 20x - x°‏ 

m = 20 -2x >= 20 - 2х = 0 

=>x=]0 متر‎ 


y=20-10=10 متر‎ 


+++++++++ 


اشارة т‏ = 2 سم 


a‏ ور 


رديت 
من مستطيل محيطة 120)cm‏ [ قطعت منطقة على شكل نصف دائرة ينطبق قطرها على احد الضلعين 
الصغيرين للمستطيل ماابعاد ذلك المستطيل لكي تكون المساحة المتبقية بعد القطع اكبر مايمكن؟ 


$ 


نفرض طول الضلع الصغیر للمستطیل 2X=‏ 
طول الضلع الاخر - 


2x 


© © © © © © 
= 


مساحة المستطیل = 2ху‏ 
المساحة المقطوعة = مساحة نصف دائرة نصف قطرها ) x‏ ( 
1 


251 = المساحة المقطوعة‎ ٠ 


T 
m = 2xy 222 نے ا کہ‎ (1) 
۰. 2(2х+ y)= 120 محیط الستطیل‎ ٠. 
21: + y = 60 = y=60-2x .......... D 
11 
m = 2х(60- 2х)- — x° )1( نعوض © فى‎ 


m = 120 - 4 -a 


m = 120 - 8 


56x – 22x = 0‏ - 840 
m‏ ا ل د 
13 78 
@ 
Ф‏ ۰ طول الضلع الصغیر 2x=‏ 
0 _ 280 
4 15 
: طول الضلع الکبیر 60-2х-у-‏ 
500 2 

Ф‏ 500 _ 250 _ وم 


13 13 


. جد العدد الذي زيادة ثلاثة امنال مربعه على مکعبه اکبر ما یمکن‎ шиний) 


Р‏ ترس 


ثلاثة امنال مربعة = Зх?‏ 
مكعب العده = + 


m = 3x° — x° 

m = 6 Зх? => 6x Зх? = 0 + 3 
2x- ×7 - 0 ج‎ x(2-x)= 0 

х= 0 يهمل‎ 
Х= 2 العدد‎ 


2 0 
a ٤‏ حل ام ما 


гү kh‏ = تت يه 
نهاية صغرى 


ша 
(864)m` يراد صنع حوض على شکل متوازي مستطیلات بدون غطاء قاعدته مربعة الشکل وحجمه‎ 
. اوجد اقل مساحة من الالواح یمکن ان تستخدم في صنعه‎ 


× = نفرض طول ضلع الحوض‎ L 


e 

ارتفاع الحوض e y=‏ 
المساحة الكلية = المساحة الجانبية + مساحة قاعدة واحد (لانه بدون غطای 

المساحة الجانبية = محیط القاعدة х‏ الارتفاع ” 

Ф h = المساحة الكلية‎ 

© h = 4xy + x° 0-07 D 

@ 


حجم المتوازي = مساحة القاعدة لا الارتفاع 


2 
v=x y 


864 

шим )1( نعوض @ في‎ 
h = 4(864)x ' + x° 

h = -4(864)x” + 2x 


/ 


h =0 بعل‎ 
-4(864) 
1 + ر2‎ - 0 
Р -1728 
“2200 5 + ح ير‎ 0 
x x 
-1728 + x° = 0 = x° = 1728 x° نضرب طرفي العادلة في‎ 
х-12 0 
864 864 864 
у= =——=-— = бт 


h = 4(12)х6 + (12) 


h =432 m° 
: ) 100 cm? ( جد اقل محيط ممكن لمستطیل مساحته‎ яа 
| 
х,у ст: نفرض بعدي المستطیل‎ @ 
P = نفرض المحیط‎ @ 
P =2(x+)y).......(1) ХЭ? 4 
xy=100 : من المساحة‎ ” 
100 
=> у= — علاقة‎ 


a )1( نعوض في‎ 
Х 


= 2(100х7 + ×( 
2 
Е ред" . 
dx x x 
) 0 = المشتقة عند النهایات‎ у dP نجعل م‎ 
dx 
2 
06 Msi 
x 


. المحيط في نهایته الصغری عندما 10 = y‏ 


.. x = 107 


Р  2010+10(‏ المحیط 
40cm‏ = 


ےئ اذا كانت دالة الكلفة الكلية لانتاج سلعة معينة هي Р‏ 
бх) ох + бх + 100‏ 
جد حجم الانتاج الذي عنده یکون معدل الكلفة اقل مایمکن . 


ہے 


نجد معدل الكلفة 


© © © © © © 
1 
| 
l 
1 
° 
> 
N 
1 
`° 
° 
S5 
= 
1 
ریا‎ 
S 


عندما 30 + فان القيمة الصغری لمعدل )34155 
تحصل عندما یکون حجم الانتاج 30 وحدة 


1 - جد عددین مجموعهما 15 وحاصل ضرب احدهما في مربع الآخر اکبر مایمکن . 
2- ما العدد الذي زیادته على مربعه اکبر مایمکن ؟ 


3- جد عددین موجبین مجموعهما )15( وحاصل ضرب مربع احدهما في مکعب الاخر اکبر مایمکن . 


4- جد عددین مجموعهما 10 وحاصل ضرب مربع احدهما في مربع الاخر اکبر مایمکن . 
5 - قطعة ارض مستطيلة الشکل یحدها نهر من احدی جهاتها جد اکبر مساحة من الارض یمکن 
تسییجها بسیاج طوله )100( متر . 
6 - حوض على شکل متوازي مستطیلات بدون غطاء قاعدته مربعة وحجمه т?‏ )108( جد ابعاده بحیث 
تکون مساحة الالواح المستخدمة في صنعة اقل مایمکن . 
7 اطلقت رصاصة الى الاعلی و كان ارتفاعها (M)‏ متر في نهاية] من الثواني بحیث ان m = 224 ) - 16 t‏ 
احسب اقصی ارتفاع تصل الية الرصاصة . 
8- نافذة علي شکل مستطیل یعلوه نصف دائرة بحيث ینطبق قطرها على احد ابعاد المستطیل فاذا كان 
محيط المستطیل00 )8( جد ابعاد المستطیل لكي تکون مساحة النافذة اکبر ما یمکن . 
۰ 
илж ЛЫГ”‏ يراد مع صتذرق من الخشب على شكل مترازي السطرح قاعدقه مریعه الشكل 
© بدون غطاء . جد ابعاد الصندوق لكي يكون حجمه اكبر مايمكن علما ان مجموع محيط قاعدته 


. (90)m وارتفاعه‎ @ 


5 0- اذا كانت دالة الكلفة لانتاج سلعة ما هي : 40 + × + دح са)‏ جد حجم الانتاج الذي يكون 
& 


عنده معدل الكلفة اقل مایمکن . 


التکامل 
Integration‏ 
]4-1[ عکس التفاضل 
| 4-2] قواعد التکامل غير المحدد 
| 4-3] بعض تطبیقات التکامل غير المحدد 
| 4-3-1 ] التطبیق الهندسي للتكامل 
| 4-3-2 | التطبيق الاقتصادي للتكامل 
]4-4[ التکامل المحدد 


]4-5[ المساحات تحت المنحني ° 
|4-5-1 | المساحة المحددة بمنحني دالة ومحور السینات © 
| 4-5-2[ المساحة بین منحني دالتین N‏ 


g 


| 4-1] عکس التفاضل 
توجد في الریاضیات الکثیر من العملیات العكسية ء الطرح عکس الجمع . القسمة عکس الضرب. 


والجذر عکس الرفع حيث ان كل منها تزیل تأثير الاخری . 
وفي هذا البند سندرس عملية عکس الاشتقاق وتدعی عملية التکامل ولتوضیح ذلك : 


1 ہا ہے‎ => f (X) = 2x لیکن‎ 
f (X) - +2 => Ё (ху 2x 


1 (X) - 2-7 = f, (х) = 2x 


f رن‎ + c > f ری‎ - 2x 


C E Кг.»‏ عدد ثابت 


الشکل )4-1( 


نلاحظ ان مشتقة کل دالة من تلك الدوال تساوي 2 . والتي تمنل ميل | : لمنحني عند كل نقطة من نقطه . 
ان عملية ارجاع هذه | لمشتقة الى الدالة التي تم اشتقافها تسم عملية التکامل . 


يقال للدالة (X)‏ ۴ انها عکس مشتقة للدالة É (X)‏ فى فترة معينة H‏ 


اذا کانت : =f)‏ ری F‏ على الفترة المعطاة 
واذا كانت ۶ +( 600-۲ حیث © عدد ثابت 
فان f ¿x‏ = ری ҮхЄН G x = É‏ 


وبذلك یکون G GX)‏ هي ایضا عکس مشتقة(×) 1 وبذلك نستنتج ان هناك عدد غير منته من الدوال 
کل منها عکس مشتقة (X)‏ 1 . بعد هذا الموجز نقصد بعکس الاشتقاق عملية ایجاد الصيغة العامة للدالة 
التي اعطیت مشتقتها . ویرمز لهذه العملية بالرمز ( | ) ونعبر عن عملية عکس الاشتقاق للدالة f (x)‏ 
باستعمال هذا الرمز بالصورة : 
Í fax) dx= Ех) +Ç‏ 


وفي هذه الحالة يقال ان الدالة f х)‏ قابلة للتکامل بالدسبة الى × اي ان хуйх‏ موجودة 


فاذا فرضنا ان ЕХ) = х"‏ فان Ех) = x"‏ حیث 1- ۶ 10 
1 +11 

0 ونم — x"‏ = ر 

9 ss: 


© © © © © © 

= 
2 
Гай 
4م‎ 
lI 
م‎ 
B 
6 
= 
+ 
E 
6 
6 


| 4-2] قواعد التکامل غير المحدد 
اذا کان كل من хуйх ۰ ] үхуйх‏ | موجودا على a,b]‏ والثابت c € R‏ فان: 
f(x) dx‏ لء دعل ی ک ل )1 
ху dx + Í g (x) dx‏ [ دحل زرم ع + fox‏ 1ل )2 


< п-1 
3, ЇГ دهعل نون‎ É ۷ و‎ 1»-1 
п-1 


IJa )‏ جد کلا من التکاملات الاتية: 


1, Їс3х2-5 )4х-3 | ری‎ dx + 5 f dx L 
3 


1 
5 р? s +Ç 
3 1 


=X + 5 + © 


2) | 322+ 12-3 ,4х- |22 - 3 +2х -3 ر‎ dx 
= 2 [ хах - 3 | x? dx +2 | xdx - 3 | dx 


x! xš x2 x! 
مر ہے تج ,7229 کے وے‎ 
1 3 3 + 2 1 +Ç 


3x+ c Ф‏ رب تر مد 
© يمكن ان نكامل مباشرة كما في الامثلة اللاحقة: 
2 1 
Їсх2-3х3-1,4х ”‏ 1۵پ[ ,3 
° 1 3 
3 2 
T - ۲ + © ө‏ 3- 3 = 
@ 3 2 
A - 9 736 -‏ 


4 Í х* - 8х dx- Í хєх”-8) dx تحليل عامل مشترك‎ 
1-2 (x-2) 


تحليل فرق بين مکعبین хүх-2)(х/-2х-4) dx‏ 1- 
(x -2)‏ 


| 3+ 2x2+4x; dx 


Јох? +755 х dx = [ех +7) (Зх?) dx‏ رد 


1 
3 

3 6 
CDT 
3 6 


1 3 6 
=— (X 67, +c 
8 


6) |== dr J - 4+ 52 үх-2,4х 
(х? - 4x + 552 


= 4- J o - 4х + 5)? ) 22-4١ dx 


1 (х? - 4х + 5)! 
= жь. دج‎ р C 
2 -1 


-1 
= —— +C 
2 -4x +5) 


-1 
7) === | 5 - در‎ x dx 


5 5 - ха Р 
-1 سرت ۶ئ‎ T Rigpe 
= - 5 - 3 = 
д رض خر کل‎ х مہ م‎ 

ج 
5 = 
БЭЭ? сэ”‏ 
سس 4 
5 


استخراج عامل مشترك dx= Y 3-52 хіх‏ 5 ۱*3 ر8 


4 Jx =x 
= | )3 - 5 23 x dx 
- 21 реБ хєх رھ ے‎ dx 
ыг алж 
4 
=] (3-5ХУ م‎ 
10 4 
3 
3 ۷3-5۴ +С 
-1 ? , 
ду 1 تقل‎ 2 joe-lix+495 dx وان‎ d на 
5 х2 - 14x + 49 1 برہم‎ 
8 2) 
= J [x-7>2 dx 
J 2-2) N 
-2 @ 
= Í к-7у dx 
( ) 
3 Ф 
-2-. ө 
5 2 


2 2 ۱ ет 
10) | ) 3x - 4) 16 j حلیل فرق مربعين‎ 


х? 


09۳ 24013۷ аза qx 4 


х? 


-143х:-8) (3х) ах 
х: 


= | 3 - 8( (3) dx 


= J (9х2 - 24) dx 


3 
-ЭХ - 24+ » 


= 3 х? - 246 + > 


П) ] 722 + 32 + 2 حل‎ 
= 2 + 32 +2 | dx 


-үу7-317-2.(Ху-с 


حیث 2 + 37 +22/, یعتبر ثابت بالنسبة للمتغیر X‏ 


وه << 


جد تکاملات كلا مما يأتى : 


1) | ی‎ - 4+ 3) dx 
2) | «1-ع3‎ x+ ر5‎ dx 
з) عه را جعي از‎ 


4) | 


5) f x3- 2х2 + 1 


dx 
5x 
6, _ 7*2 ёх 
3و3‎ + бх + 1 
3/2 8 
7) ند نشی‎ dx 
73 Ф 
@ 
8, 4х _ Ф 
5 2ع‎ + 16x + 64 
© 
O 


سے — 


Í 7۷ 2۶ - 3х7 dx 


عه ر +× ى | 


d9- 2y° >° 
x 16 
/ x+2 dx 
4 1 
E жээ ہر‎ 


Í ۳/۳ + 4 dx 


Í x(x + 4) dx 


9, 


10, 


11, 


12, 


13, 


14, 


15, 


16, 


]4-3[ بعض تطبيقات التکامل غير المحدد 


: تعلمنا ان‎ 
Jf ex ydx= Fe) +Ç > 


حيث c. (Fexy+cy=fex)‏ ثابت حقیقی ولهذا الثابت اهمية کبيرة فى تطبیقات عملية واليك 
بعض هذه التطبیقات : 


[4-3-1] التطبیق الهندسي للتکامل 


< مثال 1 


اذا كان ميل المنحنی عند كل نقطة (X, Y)‏ من نقاطه هو 1 + ×2 - ×3 ) جد معادلة المنحنی الذي 
يمر بالنقطة (3 «2) . 


(х,у) لقد ذکرنا في الفصل الثالث ان مشتقة منحني تمثل ميل المنحني في النقطة‎ L 
y- Í fex) dx 
у= | GX – 2х + ر1‎ dx 


у= تج‎ -X + +С 


© 

© المنحني يمر بالنقطة )2,3( فهي تحقق المعادلة 

3-8-4 + 2+ © e 
c=-3 


.. у-х-х-х-3 


© 
معادلة المنحنى‎ ۰ 
= Ф 
Ф 


2880) 


منحني میله عند اية نقطة (X , Y)‏ يساوي 9 + VX?‏ × . جد معادلته اذا كان يمر بالنقطة( 7‏ 0) . 


у=] хух2 +9 dx = 


1 1. 
اد ےر‎ (х2 رو‎ (2X) dx 


3 
2 2 
ek, С 
2 3 


2 


۲-2 (xX +9 +c 


"۰ المنحني يمر بالنقطة (7 و 0) فهي تحقق المعادلة с--2‏ >= + ”9 + 7-270 


۷-2-9 3 _ 2 معادلة المنحني‎ Эг 
880) 
من نقاطه هو 4 - ×2 وکان للمنحنی نهاية‎ (Х,У) جد معادلة المنحنی الذي میله عند اية نقطة‎ 00 
. )-3( صغرى قيمتها‎ 
f بما ان للمنحني نهاية صغری: 0= ر(‎ 
ө 2Х-4-0-2х-2 , у= -3 
ө نهاية صغری للمنحني فهي تقع على النحني‎ ) 29-3 ۰ 
© y=f2x-4) dx > y= х? 4x +c ) بتعويض (3- و2‎ 
ө 
4 -3-4-8-с 
.. دع‎ 1 
© 


۰ معادلة النحني هي : 1 + 4 - y =x‏ 


سب 
جد معادلة المنحني الذي میله عند اية نقطة (X, Y)‏ من نقطه هو 2-2 - ”× وکان للمنحني نهاية 


] السینات > 0 = ۷ ء 0ے وق‎ ууна! بما ان للمنحني نهاية عظمى تنتمي‎ L 


x -x-2=0> (х-2)(х-1,-0-25хХ-2,х--1 


*. (1:0- نهاية عظمی ете‏ اسف ار 


2х + c‏ - سح كدر 
بالتعريض 1:0 و je‏ 
بالتعویض ر 1,0( عم ےہک 
کے 
6 
2 معادلة النحني ہے ت -۷ 
4 4 
د 8048 ,1260-2588 ل .5--2- عند النقطة )1,2( 
Е : |‏ 


۷ - 12 - 2 2 y= |(12х2-2,4х L 


ý=4x-2x+c, “Y-5,x=1 


4-3 - توج 3 = c‏ دم + 5-4-2 


у= | (4% -2x + رد‎ dx 


۲-۲ + 38+ -Х-1,у-2 


с, = -1‏ ج ع + 3 + 2-1-1 ... 


у= x*- х? + Зх – 1 


C 


جد معادلة المنحنی الذي مشتقته النانية (6X)‏ والذي يمر بالنقطتین )1,6( .)1,6 C‏ . 


y= бх > у- f бх dx > y= Зх? + c L 


y= | (Зх + جل رن‎ >È у= х? + c x+ c, 


6= 17+ نعوض النقطة )1,6( هب‎ 
5= © 6 رون‎ D 
6=-1-c+ c, є-(-1,6)3 44 نعوض‎ 
Z= = C+ C, +0 (2) 
525 CEO معان‎ D 


بالجمع اب 2ك 


12-2 یپ‎ = с,-6 


وبالتعویض في (Ü‏ < 1- = ,> 


.. معادلة المنحني هي : 6 + 2ج - تج у=‏ 


) مثال 7 
اذا كان ميل منحني عند (X, Y)‏ هو ax - 3X2‏ وکان المستقيم 0 -4 - ل - 9 مماساً عد 
)155( . جد معادلته. 


$ 


y= ax - 3x2 


من المستقیم 9-۷-4-0 < 9= _ = slope‏ المیل 


7 9-a ر1‎ - 301 > a= 12 


dx‏ ر×3 012 | y=‏ 120-3 - ہے 


y=6x2- x° +c مجموعة منحنیات‎ 


> النقطة )1,5( > 5=6-1+c‏ 
с-0‏ 
.. معادلة الم لمنحني × - у = 6x2‏ 3 
Ju‏ 8 
جد معادلة المنحني الذي ميله عند iyl‏ نقطة هو (9 - ×6 - (ах?‏ وللمنحني نقطة انقلاب(6-:1) 


< 


۷۲ = a» 6x-9— у-2ах-6 
بما ان النقطة )6-:1( نقطة انقلاب‎ 


2-3 ج 6 -رل 20-24 7-0 . 


. у= 3х2 -6х-9 y = | 3-6-9 dx 


у= х? - 322- 9х +c مجموعة منحنيات‎ 
-6=1-3-9+c—c=5 (1 -6( نعوض النقطة‎ 
у-х”-3х”-9х-5 معادلة المنحني‎ .. 


| 4-3-2[ التطبیق الاقتصادي للتکامل 


عملية التکامل غير المحدد هی عکس عملية المشتقة . وحيث ان المشتقة الاولی لاية دالة اقتصادية 
بالنسبة 61( متغیر تعطینا التغیر الحدي (The Marginal Change)‏ لذا فانه باجراء العملية 
العكسية لدالة التغیر الحدي ينتج لدینا الدالة الاصلية . فمثلا » تکامل التكلفة الحدية یعطینا التكلفة 


الكلية وتكامل الانتاج الحدي يعطينا الانتاج الكلي» وهكذا .... وفيما يلي بعض الامثلة التي توضح ذلك : 


255 1 كانت دالة الايراد الحدي هي 2۷2 60 - 8 - M‏ حيث ۷ حجم الانتاج . 
جد دالة الایر اد الکلی ودالة السعر . 


= بمساان 2 -6۷ - 8 = M‏ دالة الایراد الحدي فان دالة الایراد الکلی M‏ هى : 


М = J (8 - 6v- 2v?) dv 
М - 8v - 3 -Zv с 
لذا فان راي ماینتج یباع)‎ c= 0 فان‎ М = 0 ۰۷۲-0 وعندما يكون حجم الانتاج‎ 


М-8у-3у- Zv‏ دالة الایراد الكلي 


وحیث ان الایر اد M‏ = الکمية المباعة X‏ السعر للو حدة 


.٠‏ فان دالة السعر 


3v- £v‏ 8 وذلك بفرض ان ما ينتج یباع 


) .2111 اذا كانت دالة التكلفة الحدية T‏ هي : T=2 + 60v- 5V?‏ حيث ۷ حجم الانتاج 
جد دالة التكلفة الكلية . علما ان 65 = T‏ . 


= بما ان دالة التكلفة الحدية 2و5 T - 2 + 60v-‏ فان دالة التكلفة الكلية T‏ هی : 


T = f (2 + 60v- 5v?) dv 


T= 2v + 30v? - > V+ c 


فاذا كانت التكلفة الكلية = 65 عندما حجم الانتاج У-0‏ 
فان 65 = C‏ 
2 دالة التكلفة الكلية هي : 


Э ца 


1 = 2۷ + 307 - > V + 65 


1- جد معادلة المنحنی الذي میله عند (X, Y)‏ يساوي 


و OLS‏ المنحنی يمر بالنقطة )24153 


xš 
وکان للمنحنی نهاية‎ 3х2-6х-9 من نقاطه هی‎ (х,у) جد معادلة المنحنى الذي ميله عند‎ -2 
.)10( عظمى قيمتها‎ 
: CL) میله عند النقطة )2»5( يساوي‎ OLS جد معادلة المنحنی الذي مشتقته الثانية = 2 - ×6 و‎ -3 


4- منحني يمر بالنقطتین (3- ,2( 9(۰ ,1 ومیله عند (X, Y)‏ يساوي 5 - ×4 جد معادلته 


5- اذا كانت دالة الايراد الحدي هى : 
M-12 - 8v + 2‏ 


فأوجد دالة الایراد الكلي ودالة الطلب «السعر) بفرض ان ما ينتج یباع . 
6- اذا كانت دالة التكلفة الحدية هی : 
T = 1000 - 5v‏ 


حيث ۷ حجم الانتاج فاوجد دالة التكلفة الكلية مع العلم ان التكلفة الثابتة = 150 . 


The Definite Integral التکامل المحدد‎ [4-4] 


یعتبر التکامل المحدد من اهم مواضیع الریاضیات التطبيقية لما له من تطبیقات كثيرة في مختلفة 
العلوم. فى هذا البند سنعطے النظرية الاساسية للتکامل وبعض 3 تطبیقات المساحات والحجوم. 


النظرية الاساسية للتکامل 
The Fundamental Theorem of Calculus‏ 


اذا كانت ¿xy‏ ۶ دالة مستمرة في الفترة Га, bD]‏ وکانت Еүху‏ عکس مشتقة ٤ (X)‏ اي ان 

9 5 : فان‎ FE x= f 

| fex) dx=1 Е(ху) =F(b) -F (a) 
a 


يطلق على 2 الحد الاسفل للتكامل وعلى b‏ الحد الاعلی للتكامل . 
مالاحظة : قواعد التكامل المحدد هي نفس قواعد التكامل غير المحدد . 


امثلة جد قيمة التكاملات الآتية: 
2 


2 3 2 
را‎ | (3x + 2х – 2) dx _ 7م‎ 12x _ 7 
1 3 2 1 


2 
=[ X + X – 2х] 

1 
-18-4-41-11-1-21-8 


3 2x 3 1 
2( J— — dx= | (х? + 16) (2x) dx 
° Ух-16 i 


1 
xX + 1652 3‏ 
ڈوو 1-۱2۷ سگم 
0 0 


- ]2۷ 9 + 16 1 - ] 2۷ 0 +16 1-2 


0 4 
3) | хєх -1)х-2,4х--| (X - 3 + 22 ) dx 
4 0 
4 4 


Х 3 2 
--Ї1---Х-Х 
L-4 : 


=- [ 64 – 64 + 16]+ [0]=-16 


a b 
Jf رن‎ dx=- | fx) dx : لاحظ‎ 
b a 


125 
=[2 УуСух-1Уу | 
1 
-12 ۷3۳25-131 -2 ۷87۲-18 | 


= 16 - 0 - 6 


4 م 2 
ز× 124- 
1 


20 2 
درك 2 = ] (ау‏ محم 2۳2۷4 


6 a 
) Í ¿2x - 1( dx - 42 اذا علمت ان‎ aC R جد قيمة‎ 
0 


a 
! (2x - را‎ dx -2 
2 
[X -x] - 42 جه‎ [a - 2 1-] 0 1-42 
0 
а? -а-42 -0 ج‎ 8-7 ) 4+ 6 (=0 


a=7 ог a=-6 


-5 
7) J Ye + 12x + 36 dx 


-5 -5 2 
1, Урх-6бу ах J| *ر6 ی‎ 4х 


5 
Х-6буз -5 3 -5 
5 سای‎ 0 = ۷۶+ 6" [ 
-6 -6 


Э. 
3 
3 3 
5 EOE y (6+6 (° [ 
3 
=g] -[ 0] 
_ 3 
5 
8, 2 


1 (3 + 2×( dx =6 اذا علمت ان‎ a E R جد قيمة‎ 
[3x -*[ =6 2] )6+ 4(- )38- а?у] - 6 
10-3а-а”-6-0-»5 а? + За -4=0 

(a +4( 8-10 


а--4 or 2-1 


ЛЕНЕ РСЗ С ЕЕН‏ ا 


جد تکاملات كلا مما يأتى : 


dx‏ )1+ و5 +2 ل 
1 

| ر3 + عم‎ x- 2) dx 
Jx + 5( dx 

4 

[۷ x x+ 1) 4х 


| /K 2ر2 کا‎ dx 


1, 


3) 


4, 


5) 


6, 


ملاحظة : 


“сх-у»”-1х-у| 


جد قيمة R‏ ع b‏ اذا علمت ان 


۰/۳ 


1|-4---4х 


Мх 


4 


i * dx 


8 
Í x”-14x + 49 dx 


0 


dx 
4x? - 12x + 9 


! 


1 
Í 5У3х5 – 2х7 dx 


-1 


10, 


11, 


12, 


13, 


14, 


15, 


16, 


17١ 


18١ 


[ 4-5] المساحة تحت المنحني 


من التطبیقات المهمة للتکامل المحدد هو ایجاد المساحة تحت منحني الدالة YS ЕО)‏ حيث 
ری f‏ دالة مستمرة فى الفترة [ ر4 ]. 


| 4-5-1 المساحة المحددة بمنحني الدالة у= 0х)‏ 
ومحورالسینات Х-ах15‏ 
والمستقيمین x - b: X = a‏ 
* عندما 0 < f (X)‏ (اي المنحنی فوق محور السینات ) فان المساحة المحددة بمنحنی الدالة ومحور 
السینات والمستقیمین والتي يرمز لها بالرمز l А‏ 
A -Í f (x) dx‏ 


b 
A =- Í f ری‎ dx: op «اي المنحني تحت محور السینات)‎ Ёүхус 0 عندما‎ * 
۷ I Y 


والامثلة الاتية توضح ذلك : 


مثال 1 
جد المساحة المحددة بمنحنی الدالة y = f(X) = X? —2x - З‏ ومحورالسینات وعلی الفترة[ 3و1 ]. 


1 ]او 0 > ری‎ х) ›0 تقاطع المنحني مع محورالسینات اي نجعل 7۲-0 لمعرفة‎ L 


х2-2Х-3-0- (Х-3) (х+1) = 0 


Х-3,Х--1 


ساس سج سے 


абар | (0)2-200) -3=-3 < 0 


تر ¥ + و ETEN‏ ۶ی 
1- 1- 


F+ 1-3]‏ -9+9+91-[- 
ہیں 42 5.32 5- 
за 6092 37 3 - 10 unit‏ 191-1- 
o‏ مثال 2 
? جد المساحة المحددة بالدالة fox) = X° -X‏ = ۲ ومحور السینات. 


< التقاطع مع محورالسینات > 0 - 7 


x’ -x=0 > x ® -1) =0 -эх-0,х--1,х-1 


0 1 
А-А,-А,- Гоё -x dx +f- х? +x ) dx 


рх х‏ سے کر 
و' 4 3 2 4 
مب 1 аи а‏ ۳ 
Гэр 773171 + 2 1-۲01 > unit‏ 101- 
مغال 3 


جد الما حا المحددة بالدالة 1 x+‏ ۷ = (چ] = ل ومحور السینات والمستقیمین 3 = × , 0 =× 


۲ 20 >v x+1=0 > x=-1> -1 © ]0,3[ نے التقاطع : ران‎ 


۱ 4-5-2[ المساحه بين منحنی دالنین 

لتکن کل من ری 1 (×) 8 دالة معرفة على الفترة [a,b]‏ 

فالمساحة المحددة بين الدالتین والمستقیمین ХЕ, x=a‏ والتي هي يرمز لها بالرمز ۸ : 
b‏ 

۸-1۲10 goo 14х : فان‎ 1 (X) < g (X) عندما‎ * 


b .‏ 
* عندما f x) < 8 (X)‏ فان : حك رص f‏ - ون ع ] لدم 
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g (x) > f x) 
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۸-۲۶ ع - رس‎ (x) 14х 
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A- Jr ری ع‎ - f رن‎ 1dx 
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Г-1,01 5 ] 01 [ 


اکمل الحل كما جاء في منال )2( 
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. المساحة المحددة بمنحنی الدالتین‎ [-1,11 
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у-Їүху-х”-4х 
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x=2 .و‎ x=5 


5 جد المساحة المحددة بمنحني الدالتین 12 у = х? у= xt-‏ 
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